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4 Responde las preguntas e identifica los temas de aritmética, algebra y geometria que debes cono-

cer para hacer un buen curso de geometria analitica.

1. Utiliza las leyes de los signos para reducir las expresiones.

-3(2)
d. ~(-3)
3=

2(-3)=
e. —(—(2))=
41

Utiliza las leyes de los signos para reducir las expresiones.
-9 - (_2) =
—_ 4 .
-5-(-3)_
0-(-1)

Reduce los términos semejantes.
X+ xy+yx+y'=
X2+ AXy —BX+ 22Xy + X —yX— )P =
~3xXy —2yx+ 6X2 + 27— X+ y—AX— 2% =
X =3y—-3-y2+Ty—-3+3y’=
—3X+2C+y? =2y +6x-2y* -3y —x°=

Utiliza las leyes de los exponentes para desarrollar las expresiones.
(3,0 = c (ayPr=
(a—bp= o (x-5p=
(e~ (-3)y= . a2+ )=
5. Utiliza las leyes de los exponentes para reescribir las expresiones como el cuadrado de otra.
4x2={ ¥ \ 49a%b? = (
ley'=( )2
5. Factoriza las expresiones.

lZXZ-FX: ' / X2~y2=

4 X+uy+yi= B9 H6x+1=




7. Completa las expresiones para formar un trinomio cuadrado perfecto (TCP).

X2+ +1={ )2 X+ 2xy + ={ )2

C. b — +16 = )? X+ 6x2 + = )

8. Despejalavariable sefialada.

De 4 + x =6 despeja x. De £r=-1 despejay.

£. Dex*+y’=9despejax.

De 7£=6 despejay,.

9. Resuelve los sistemas de ecuaciones.

X-2y=3 2x+4y=1
X+y=6 Xx+2y=3

10. Halla las soluciones de las ecuaciones cuadraticas.

& X—2x=0

X —4x—-12=0

€. X+6x+8=0

- X*—10x+30=9

11. Aplica el teorema de Pitdgoras para hallar el valor sefialado.

A
A
4 42
5 z
@, B 2 ¢ B v v C

12. Responde lo siguiente.

:Cémo se define la tangente de un dngulo?

2‘ Y /W
_ Cateto

cateto 1 [

tana

,
}O 1 2 3

1y2 | Algebra. Leyes de los signos. 8 Algebra. Despeje de variables.
3 Algebra. Suma de términos semejantes. 9y 10 | Algebra. Resolucién de ecuaciones.
4y5 | Aritmética. Leyes de los exponentes. 11 Gggmetr:a y trigonometria. Teorema de
Pitagoras.
; o Geometria y trigonometria, Funciones
6y7 | Algebra. Factorizacion. 12

trigonométricas,










Las habilidades socioemocionales son fundamentales en tu vida, pues
las emociones influyen en tus decisiones. Esta actividad esta enfocada en
ayudarte a desarrollar dichas habilidades. Pertenece al programa Cons-
truye Ty puedes encontrar mas en su pagina.

Para reflexionar...

;Te sientes continuamente abrumado o con ansiedad cuando las cosas salen de tu
control? En ocasiones sientes que no puedes manejar o que te estd sucediendo?

Nuestro objetivo:

Reconocer las sensaciones que experimentamos en momentos de estrés y
aprender una técnica que te permita liberarlas.

Condiciones y materiales deseables:
Un espacio tranquilo sin distractores.

Paso a paso:

Cierra tus ojos e identifica en qué parte de tu cuerpo sientes tensién. Trata
de maximizarla.

Respira profundamente y en el momento en que exhales intenta relajar esa
parte de tu cuerpo.

Sigue respirando y mientras sientes que esa parte de tu cuerpo se relaja;
imagina que ese bienestar se extiende por el resto de tu cuerpo.

Continda con la atencién entu respiraciény exhalacion, y en cada exhalacion
relaja otra parte de tu cuerpo, hasta que tengas una sensacion de bienestar.

Trata de identificar qué parte de tu cuerpo se tensa cuando sientes estrés,
;siempre es la misma? Se sugiere llevar un registro o un diario de las emo-
ciones que desees manejar. En él puedes describir cémo te sientes, qué
pensamientos o circunstancias te denotan sentir esa emocion, con la finali-
dad de que puedas prevenir y manejarla.

Apoyate también en una actividad fisica o en algun deporte que te permita
relajarte.

Para terminar...
;Cémo seré una mejor persona?, ;como seremos una mejor comunidad?

El manejo del estrés nos ayuda a mejorar nuestro funcionamiento y rendimien-
to. Este se logra manejando nuestras emociones y pensamientos. Para esto es
fundamental mantener una actitud positiva ante situaciones externas gue no
podemos controlar, como el transito, clima, etcétera.

iRecuerda que el ejercicio, la meditacion o las técnic
ayudarte a manejar el estrés!




En el semestre desarrollaremos tu Proyecto de vida, con la finalidad de clarificar qué deseas para
ti y tomes decisiones que marquen la direccién de tu futuro, asi como reflexionar acerca de las im-
plicaciones que tiene en tu vida el hecho de llevarlo a cabo.

Organiza la informacién de tu Proyecto de vida.

1. Copiaen tu cuaderno o en una cartulina, un cuadro similar al siguiente.

2. Escribe en la primera columna las metas mas importantes que deseas lograr. Identifica si son a
corto, mediano o largo plazo, asi como el 4rea a la que pertenecen. Agrega las filas necesarias.

Guiate con el ejemplo.

Aprobar mis materias . Obtener el promedio
e Corto plazo: primera . .. .

con una calificacion o, Profesional minimo para solicitar
. evaluacion. A

arriba de 8. un apoyo econémico.

Reducir mi consumo Mediano plazo: . Reducir la cantidad de

Social

de desechables. semestre . basura.

Correr 5 km. para Mejorar mi salud

mejorar mi condicién | Largo plazo: afio Salud y asi prevenir

fisica. enfermedades.

3. Unavez que organizaste la informacién en la tabla, léela con atencién para que tengas un pano-
rama de lo que implica el planteamiento de tu Proyecto de vida. Posteriormente elabora un orga-
nizador gréfico en el que detalles lo que debes hacer para lograr tus metas. Guiate con el ejemplo.

Proyecto de vida de:

Reducir mi
consumo de
desechables.

Social

Acostumbrarme
a portar un vaso
no desechable.

No utilizar
popotes.

En reuniones,
marcar mi vaso
desechable
para gastar sélo
uno.

NiUmero de dias
que porto mi

vaso.

Final del
semestre.

4. Coloca este organizador en un lugar visible en tu casa. También puedes afiadir imagenes y frases
que te motiven a cumplir tus metas.




Un tridngule escalens
tiene todos sus lados de
diferente medida.

Un cuadrildters es un poli-
gono de cuatro lados.

Un pentagone irregular

es un poligono de cinco
lados con al menos dos de
distinto tamafio. .
Las rectas perpendiculares
son las que forman cuatro
angulos de 90°.

Reticuls,
Conjunto de lineas que
forman una malla o red.

El eje X también recibe el
nombre de eje de las absci-
sasy al eje Y se le llama eje
de las ordenadas.

Comencemos observando estas figuras: un triangule escalens, un cuadrildtero y un
pentagono irregulan
¢

Estas figuras las estudiaste en tu curso de Geometriay trigonometria y se sitdian en un
lugar llamado plano euclidiano. De ellas puedes decir varias cosas como cual es la
suma de sus angulos internos, cudl la de sus angulos externos, la cantidad de diagona-
les desde un vértice e incluso, si te dieran sus medidas, podrias calcular su perimetro.
Sin embargo, si te preguntan en qué parte de ese plano estan los vértices del triangulo
ABC o del cuadrildtero DEFG, ;podrias responder algo especifico?

Ahora observa las mismas figuras pero colocando “debajo” una reticuia y dos rectas
perpendicutares Xy Y) con una graduacién. ;Puedes decir en donde estan los vértices
del pentidgono HIJKL? ;Qué utilizarias como referencia para dar la ubicacién de K?

! ; ) i |-

H
1
H
H
H
H

Ala reticula que afiadimos, junto con las rectas perpendiculares, se le llama plano car-
tesiano. Las rectas perpendiculares reciben el nombre de ejes de coordenadas Xy Yy
el punto en el que se intersecan se conoce como origen.




Eje: Lugares geométricos y sistemas
de referencia. Del pensamiento
geométrico al analftico |

Recordemos que los mis s enteres pueden representarse como puntos en una rec-
ta, separados uno de otro a la misma distancia. Para ubicar un nimero entero nos mo-
vemos, a partir del 0, tantos lugares como indique el niimero, a la derecha si es positivo
y a laizquierda si es negativo.

e, . Los 7 on
b o & 4 mm= los nimeros enteros positi-
-6 0 5 vos:1,2,3,...,el 0y todos
los enteros negativos como
Para ubicar puntos en el plano, la situacion es igual. Nota que los ejes son dos rectas  -4,-2, -1.

como la anterior, sélo que ahora consideraremos dos movimientos: unos sobre el eje
X, como se hizo en la recta anterior, y otro hacia “arriba” o “abajo” respecto al eje Y. Por
ejemplo, ubicamos los puntos A(4, 6) y B(4,—6) (imagen izquierda) y C(-5, 3) y D(~5, -3)
(imagen derecha).

Y 2ITE Y
£ ‘ 5
t
4 i: 4
) 3 C1-5, 32
2 3]
2 4 {
1 i 1]
g o g nd HEEN I N N P
% 5 4 8 2 -4 |0 3 e{-s 4 3 2 4 0 4
1 o i
5 / ‘ 5
- K 2
3y
4 < "
5 ; 5
T} .
i

Asi, cada punto determinado por dos valores x y y, se denota por la pareja ordenada (x,
y). El primer valor corresponde al eje X (coordenada horizontal) y el segundo, al eje Y
(coordenada vertical).

Se llama pareja ordena-
%g da (x, y) porque (x, y) no
i representa el mismo punto
* Con base en la informacion anterior, responde lo que se pide. que (v, x).

1. Ubicalos puntosen el plano cartesiano y Unelos en orden, menosR. Une Q con A.

Al6,7) B(6, 5) €(9,3) kL
D@4,3) | E4,-5) | F1,-5)
G(i; -3) | H(=2,-3) | I(=2,-5) ;
58 | K0 | 181 | to Y
M( 62) | N(-5,0) 0(0,0) ’
;’(A4,4) é(4, 5)W— R(6,4) :




Los nsmerns reales son to-

dos los que conozco hasta
ahora: enteros positivos,
enteros negativos, el cero,
todas las fracciones y todos
los irracionales comomy
raiz de 2.

2. Dibuja los ejes de coordenadas adecuadamente para que los puntos correspon-
dan con los valores. Recuerda sefialar el origen.

Ahora que sabemos ubicar puntos con coordena-
das enteras, seguro ya entendiste de qué trata esto:
como lo imaginas, las coordenadas reales se re-
fieren a que los valores x y y pueden ser cualquier
atmero real. Por ejemplo, ubicaremos A(-n, ~1.5),
B(l 5,-2.3),C(2.5,2) y D(~1.54, 3.43).

Tener un sistema de coordenadas es Util en diversas
4reas, por ejemplo, en las ciudades puedes ubicar
lugares importantes si los trazas sobre un plano
cartesiano, donde las calles son una referencia.

Con base en lo visto lleva a cabo lo que se pide.

Consigue papel milimétrico, dibuja un plano cartesiano y ubica los puntos. Con base
en el plano, responde las preguntas.

A(5,6) | B(-15,3/2) | C(-5/2,-4) | D(1/2,3) | E(-2.5,-4) | F(1.3,-0.8)

J(5,1.7) K(5 ) L{r, —m)

P(4, -7) Q(o, 123)‘\ R(5,-9)

2. ;Qué se forma con los puntos cuya coordenada y siempre es ~m?

3. ;Como son las coordenadas de los puntos que estan sobre el gje X?




Eje: Lugares geométricos y sistemas
de referencia. Del pensamiento
geométrico al analitico .

Los ejes dividen al plano cartesiano en cuatro cuadrantes, deno
£omo se muestra en la figura.

minados I, I, M y IV,

Y

¢ En el cuadrante I se encuentran los puntos con
coordenadas positivas (+, +) 3

* En el cuadrante Il se encuentran los puntos con
coordenada x negativa Yy y positiva (-, +)

iy ><

-4 -3 -2 -1 0 2 3 4
* En el cuadrante Il estdn los puntos con coorde- -1
nadas negativas (-, -). - -2 "
-3
¢ En el cuadrante IV estan los puntos con coorde- 4
nada x positivay y negativa (+, -).
Actividad * .
4 Con base en la informacién anterior responde lo que se pide.
1. Indica en qué cuadrante est4 cada 2. Escribe los signos de las coordena-
punto.

das segiin el cuadrante en el que
estan.

Ary

4
4

(43
A3, 4)

3

2
B(5.5,-2) SRR E

\ %

C(-1.6,-5/6)

2

A

D(-1.13,-3) :

w

£(-2.1,10.5)

4

F(-5,3)

Actividad de aprendizaje 4 Productos esperados

4 Esta actividad pertenece a tu portafolio de evidencias,

debes hacerla en hojas se-
paradas y conservarla.

1. Dibujaun plano del lugar donde vives. No debe ser exacto, para hacerlo utiliza tu
percepcion cuando vas de un lugar a otro.

2, Enunahojade papel arroz o albanene traza un plano cartesiano.

3. Coloca el plano cartesiano sobre ty mapa y ubica tres lugares importantes para
ti. Escribe las coordenadas en donde se ubican dichos lugares, por ejemplo es-
cuela (4,-5). Puede haber coordenadas fraccionarias.




La tongitud del segmento
AB se denota por AB.

Una vez mas, antes de trabajar en el plano veremos qué sucede en la recta real. Co-
menzaremos por entender qué es la tongitud de un segmento. Por ejemplo, ;cual es
la longitud del segmento que une A(2) con B(12)? ;Y la longitud del segmento que une
B(12) con A{2)?

A B
-0 - . : . - - o—

2 3 4 5 6 K 8 9 10 11 12

A B

2 3 4 5 6 K 8 9 10 11 12

Primerc, notemos que el segmento AB tiene una direccion contraria al segmento BA,
esto significa que el segmento AB inicia en Ay termina en B mientras que el segmento
BAiniciaen B y termina en A. A estos segmentos se les llama segmentos dirigidos y en
geometria analitica es importante tener en cuenta que existen.

La longitud de un segmento dirigido esta dada por la resta del valor del extremo final
menos el valor del extremo inicial:

LOhg&ytud deAB: " LongiAth de BA:
AB=B-A=12-2=10 BA=A-B=2-12=-10

Nota que en geometria analitica tenemos longitudes negativas.

Responde y efectua en tu cuaderno lo que se pide a continuacion.

i. Ubica los puntos en una recta, dibuja una por cada par de puntos, y obtén la lon-
gitud de los segmentos AB.

A=10;B=20 A=14;B=-3 A=-15;B=—4
A=T7;B=-35 A=15/8;B=17/8 A=-1/2;B=0.5
A=-3;,B=~7 A=10;B=25 Q=-17;R=173

2. Calcula las longitudes de los segmentos BA del ejercicio anterior.




Eje: Lugares jeometricos y sistemas
da referencia. Del pensamiento
geamétrico al analitico

Para hablar de distancia lo haremos a través de la siguiente actividad.

En los segmentos dirigidos
e - % nos importa el inicioy el
! final del segmento.

“ Responde lo que se pide a continuacion. 4B os el segmento que

1. Conbase enlaimagen responde las preguntas: nicia en Ay termina en B,
mientras que BA iniciaen B

&~ ) ® > y termina en A.

X, X

Sus longitudes tienen signo
opuesto y sus distancias
son iguales:

;Qué afiadirias a la regla para hallar la longitud, para no obtener valores nega- —AE:Q

tivos? Escribelo a continuacion.

. ;Ladistancia de x, a x, es la misma que de x, a x,? ;Por qué?

d{A, B) =d(B, A)
Ejemplo:
A=4yB=10.
diA, B)=|10~ 4| =5.
d(B,A) =4 - 10| =|-6|=6.

2. Con base en el ejercicio 2 y la siguiente definicidn, responde las preguntas.
La distancia entre dos puntos cualesquiera A=x, y B = x, en la recta esta
definida como el valer abseluto de |a diferencia de sus valores: d(4, B)
=, - x| =, - x|

¢Por qué la distancia se define como el valor absoluto de la diferencia?

El valor absolute estd defi-

Utiliza la formula para hallar la distancia entre Ay B. nido como:
Ixl= X six=0
e A=-32yB=6 ¢t A=-8yB=-13 ¢ A=8yB=-4.7 Xi= .
y y y -X sSix<0
3. Aunque no se ha definido [a distancia en el plano, calcula de manera intuitivala  Esto quiere decirque a
distancia entre los puntos mostrados. Explica cémo las obtuviste. cualguier ndmero el valor
absoluto le asocia su valor
o oY AY TR positivo.
AfD, 4) o 5 @ ik d) )
48 o L e Ejemplo: [4] = |-4]= 4.
e
3 R N N
-3 .
2
o -1 2
1 B(0, 1 3
5i0, 0} 5 s ] )
2 -1 0 ] 2 7 X AfT -5
P P T T T3 > %

V<
[

B{-#4,

V<

4. Calculalos valores absolutos |2|, |-2],|2]* y |-2|2. Ahora, de manera intuitiva argu-
menta que |x|* = x* para cualquier valor de x.




La distancia entre Ay B es
lamismaqueentre By A
asi que no importa a quién
tomes como {x,, y) y (x,,
¥,), pero si debes tener
cuidado de mantener el
orden, es decir que no se
vate hacer esto:

b, =X )2+ (y, )

Utilizaremos tas distancias en la recta y el teorema de Pitagoras para hallar la distancia
entre dos puntos cualesquiera A(x,, y.) y B(x,, y,), en el plano cartesiano. El segmento AC
mide |x, — x|y CB mide |y, -y |.

Aplicando el teorema de Pitagoras en el trian-
" gulo ABC tenemos que:

d(AB) =d(AC) +d(C,B) =|x,~x, [ +|y,~ . [-

Por lo tanto:
d(A’B):\/|X2_X1 }Z'Hyz_yl |2

:\/(XZ_X1)2+(}/2—}/1)2 .

A

Analogamente, la longitud de un segmento tiene signo y éste depende de la direccidn
del segmento, mientras que la distancia entre los extremos del segmento siempre es
positiva.

Parailustrar esta definicion, determinaremos la distancia entre los puntos A(-2, 5) y B(2, 2),
usando la formula vista anteriormente.

\/(Xz‘“xl)z'*'(yz —y1)2
=J(2-(-2))'+(2-5)

d(A,B)

}
il

v <

-2 -1 0 1 2

Utiliza lo visto hasta ahora para resolver los ejercicios.

"

L. Halla la distancia entre los puntos.

A(.—S: _l): 8(3) 5) C(_S; 5): D(4y _7:} E(_4) 3): F(27 3)

G(3, 3), H(3,-6) (=5, 3), J(7,-2) K(16,4),L(1,-4)




Eje: Lugares geométricos y sistemas
de referencia. Del pensamiento
geométrico al analitico

2, Hallala coordenada y de Bsi conocemos Ay la distanciaentre Ay B.

2. A(-T7,6),B(-4, ),d(A,B)=5 b, A(—6,—4),B(6, ),d(A,B)=15
c. A6,-2),B(~-4, )d(A B)=10 . A(-8,8),B(4, ),d(A B)=12
e. A5,3),B(=5, ),dA B)= /136 £ A(4,-5),B(=5, ),d(A,B)= 145

3. Demuestra que los puntos son los vértices de tridangulos isésceles.
e A(-3,3),B(-3,4),C(-4,3) d. A(6,4), B(-5,-3),C(-3,6)

. A(5,-3), B(3,-5), C(7,-7) . A(5,1),B(10,1), C(6,-2)

La distancia entre puntos se definié como lo que nos parece natural: la longitud del cami-
no mas corto entre ellos. Esta métrica se llama métrica euclidiana, pero no es la Gnica ma-
nera de medir. Existe otra llamada métrica del taxista y se define de la siguiente manera.

La distancia entre dos puntos Alx,, ¥,)y B(x,, ¥,),
estd determinada por la suma del valor absolu- p
to de la diferencia de las abscisas con el valor o
absoluto de la diferencia de las ordenadas.

d(A) B) = ‘X2~X1! + Iyz—yll

En la métrica euclidiana, la distancia entre dos
puntos es la longitud del camino "mas corto”
que los une, mientras que en la métrica del ta-
xista el camino “mas corto” no es Gnico. En la ‘
imagen puedes ver distintos caminos entre Ay by
By todos tienen la misma longitud (10 unida- Z
des), incluso el rosa.

Aunque te parezca extrafio que el camino punteado mida 10 unidades, el chiste est3 en
que no lo midas con la métrica euclidiana sino con la del taxista. Nota que con esta mé-
trica cada pedacito mide dos unidadesy no ~/2 , en total, el camino mide 10.

Aetividad

Productos esperados

4 Esta actividad pertenece a tu portafolio de evidencias, debes hacerla en hojas se-
paradasy conservarla.

1. Elabora un mapa del lugar donde vives, sitlia tu casa y tu escuela.

2. Calcula, con la métrica euclidiana, la distancia entre tu escuela y tu casa.

3. Calcula con lamétrica del taxista la distancia de tu casa a tu escuela y marca dis-
tintos caminos que midan lo mismo.




Cuando tratamos las distancias en la recta real respondimos como obtener la longitud de un seg-
mento que une dos puntos, sin la necesidad de un dibujo, y sin mencionarlo. Sucedié lo mismo con
las distancias en el plano. Esto quiere decir que podemos saber la longitud del segmento que tiene
por extremos (1, 2) y (-5, —3) sin necesidad de dibujarlo. Lo mismo es con cualquier segmento.

Ahora queremos saber si a través de una expresion algebraica podemos describir una recta. Esto
lo haremos a través de la siguiente actividad.

Pon atencion a cada paso de la actividad para responder {o que se pide.

1. Primero graficamos los puntos A(-5, =2), B(-3, 0), C(0, 3), D(1, 4) y £(2, 5) (imagen izquier-
da). Si los unimos es facil identificar que la figura que forman es una recta. Responde las
preguntas.

Graficamos F{=3, 5) y G(4, —3) (imagen derecha), ;son puntos de la recta anterior?

En la primera imagen une los puntos y dibuja tres mas que si estén en la recta. Indica
sus coordenadas.




Eje: Lugares geométricos y sistemas
de referencia. Del pensamiento
geométrico al analitico

Utiliza la grafica para decidir cuéles puntos estan en la recta. Al final marcalos en laimagen.

H(—4,-1) I(~1,1) J(5,8) K(-2,1)
L(0, 0) M(-6,-3) N(-6,-4) N(3.5, 6.5)
0(4.5,-7.5) P(-1.5,1.5) Q(-6.5, 2.5) R(2.25,5.25)

¢. Observa los puntos que estan en la recta y con tus palabras describe las relaciones que
encuentras entre la coordenada y y la coordenada x, en cada punto. ;jHay una regularidad?

Sin ver la grafica, y con lo escrito anteriormente, di cudles puntos estan en la recta.

S(-7,-4) 7(9, 12) U(-5.7,-2.5) (0.5, 3)

w(0.5, 3.5) X(—m, —m+3) ¥(18, 21) Z(50, 53)

2. Enlos planos une los puntosy marca por lo menos cinco puntos que estén en las rectas. Al
final escribe las relaciones que notes entre las coordenadas.

. Ay AL, 5 Ay 54X
& ks
5 41 &
) 5 . [
2 -
3 ° 4 5 0iz3
2 Bidebyy 5 (1 2;3 Ct4z, 1
1
s X 2 533, 0 X
5432101 2 45 6 7 X 5 4 3 2 -1 |0 2 3 5
2 543 2 -1 [0 3 4 57 E
IS T I ! D, -7 2
4 2 3
5 3 = . 4
> 4 23, -4
b, 5

3. Delos conjuntos de puntos del ejercicio anterior, sefiala cudles pertenecen a una misma recta.

Como conclusidn, podemos decir que los puntos en el plano que estan en una recta guardan una
relacidn entre sus coordenadas, es decir, que no son aleatorios y podemos describirlos. Por ahora
lo hiciste de manera verbal, sin embargo, adelante aprenderas a hacerlo de manera algebraica.




gente trigonome-
de un angulo enun
triangulo rectangulo se
define como el cociente
del cateto opuesto entre el
cateto adyacente.

Observa en las imagenes que todos los segmentos de la recta forman el mismo dngulo
con el eje X o con un segmento paralelo a él. También nota en la imagen de la derecha
que el angulo cambia si uno de los extremos de un segmento no es un punto de la mis-
ma recta.

Alangulo que se forma con la recta y el eje X en sentido positivo (opuesto a las maneci-
llas del reloj) se le llama angulo de inclinacion. La pendiente (m) de una recta se define
como la tangente trigonométrica del dngulo de inclinacion y esta dada por la férmula:

m=tanoz=—)fl——yl , con x, distinto de x,,

X, =X,
donde A(x,, y,) y Blx,, y,) son cualesquiera dos puntos de la recta. Cuando el dngulo de
inclinacion es agudo, la pendiente es positiva (imagen izquierda) y cuando el 4ngulo es
obtuso, la pendiente es negativa (imagen derecha).

114y - Ty
10 e 6
Ve
< 5
z’/f ~ 4
- 3
oo -
- -3 = —2
" e
76 5 -4 -3 -7 ~1-}0 2
1=
2|0
3
4 s
4 5 6 7
5
6
7

Cada dos puntos de una recta determinan un segmento de la misma, y dado que el an-
gulo de inclinacién es el mismo, la pendiente también lo serd. Es decir, que no importa
el par de puntos A y B que tomemos, si estan en la misma recta, la pendiente sera la
misma.

Por ejemplo, calculemos la pendiente 5|
de los segmentos AB, CD y BE. 4 -
mAszj:T(:Z; : ijD:4E(_—02) mezgjjﬁ <5 } :
-1+3 3 5+1 ! J
:—4+8 ' —m | :8_-:2 U2 T s 6 16
2.1 _3_1 6 1
42 6.2 12 2

Asi, la recta que pasa por los puntos A(-8, —3), B(-4, —1), C(~2, 0), D(4, 3) y E(8, 5), tiene

pendiente 1/2.

&

[

i
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4 Realiza lo que seindica

1. Graficaen tucuadernolos puntosy calcula la pendiente de la recta que determinan.

©. A(-1,0)yB(0,1) k. C{0,2)yD(2,0) o E(3,1)yF(4,4)
. G(2,2)yH(s,3) 5 1(-2,2) y J(-1,-2) COK(1,-1)yL(-3,-3)
©. M(=3,-1)yN(5,-3) b N5, 1)y 04, —4) LoP(2,1)y0(1,-4)

2. Calcula las pendientes e identifica los puntos. Grafica las rectas.

9-3 I . =3-(-5)
-1 - —4-(-2) -1-(-2)
~6-(-1) . 8-3 . 10-3
11-1  7-(-4)  —6-1
4-(-4) -9-5 0-(-3)
4-(-4) -3-4 —2-5

o

3. Calcula las pendientes dos a dos y di si son puntes colineales.
{(_3: '—2): (l; 3): (5: 8)} {(_4; 4): (—3, 2)1 ('—27 —2)}
{(_4: __l): (—_1'5) O)) (l: 1)} <~E‘ {(1'5) _2)! (—0'5’ 2)9 (_1'51 3)}

4. Observa la imagen del ejemplo de la pagina anterior y escribe la relacién que
encuentres entre la pendltima fraccién del calculo de cada pendiente y las lon-
gitudes de los triangulos marcados. Anota tu observacién a continuacién. ;Qué
pasa si la recta tiene pendiente negativa?

Retoma la grafica que analizaste en la Actividad
de aprendizaje 9. Los puntos de la recta (-6, P
-3), (-5, -2), (-4, -1), (-3, 0), (-2, 1), (1.5, 1.5),
(0, 3), (1, 4), (2, 5), (2.25, 5.25), (3.5, 6.5) y (5, 8) .
satisfacen que y se obtiene sumando 3 a x. Por gL

ejemplo,-3=-6+3,~2=-5+3,4=1+3y525= g
2.25 + 3y de manera general la relacién es y = x — 1
+3. Deaqui obtenemos laecuacidn x-y+3=0. 95 76 545 71 01 7 34

E -
o

]

A una expresion algebraica de la forma v 3
Ax+ By + C =0 se le llama ecuacién general de a .
la recta. Toda expresién de esta forma describe 6

una linea recta.

geométrico al analitico

Los puntos colineales son
los que pertenecenala
misma recta.

Una ecuacion es una igual-
dad vélida para algunos
valores de las variables.

Cuando la recta esta expre-
sadadelaformay=mx+b
se refiere a una funcién
lineal. Es decir que y estd en
funcién de la variable x.




kil

Realiza lo que se indica.

et

o

h

Lok
.

52

son los valores
que hacen a laigualdad
valida.

Por ejemplo, 3 es solucion
dex+2=5pues3+2=5,
mientras que 4 no es solu-
cion, pues4+2noes>s.

Una soluciondex+y=3es
x=lyy=2,puesl+2=3.

i

De estas ecuaciones, indica cuales son A, By C.
3x+2y+4=0 -x+y+1=0 x—5y—8=0
3x+y+3=0 - x—y=0 x+3y=0

Lleva las ecuaciones a su forma Ax + By + C=0.

—X+4y=-1 5x+5=2x-y y—6=6-4x
3y+9=-y+tx 2x+2=y+x-3 -2-5y—4x=-4y -
6X
Responde:

;Como son las rectas siA=0? Toma como ejemplo Ox+2y+1=0.
;Como son las rectas si B =07 Toma como gjemplo 2x+ 0y +1=0.
De las ecuaciones del ejercicio 1 despejay. Enla expresion obtenida sustituye los
valores de x, para hallar los valores de y asociados a dichos valores de x.
x=-2,0,2 x=-3,-15,0,2 x=-2,0,1,3
x=-2,-1,0,0.5,1 x=-25,-1,0,1.7,4 x=-3,-15,0,15,3
Sustituye en la ecuacién el valor de la variable que se day despeja la otra varia-
ble para hallar su valor asociado. Las parejas de valores son

. Graficalas en el plano cartesiano y elige dos puntos para calcular su
pendiente.

De la forma general de una recta Ax+ 8y + C =0 ds
aB=+0.
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e los parametrosmyb

De la ecuacion general de unarecta Ax+ By + C=0 despejaremos la variable y. Tomando
en cuenta que B noes 0. Ya lo hiciste en la actividad anterior y debe parecerse a esto:

Ax+By+C=0

= By =-AX~-C

. y ~Ax-C
B

-, = ALC
B B

Con esto, podemos ver que toda recta puede verse como una funcién donde y depende
de x..El cociente —A/B, que calculaste en la Actividad de aprendizaje 11 es la pendiente
(m) de la recta. Al término —C/B le llamaremos b. Reescribiendo la expresién tenemos

y=mx+h.

Ejemple

De la ecuacién 6x -3y +9 =0 (imagen derecha)

U

identificamos A=6,8=-3y C=9. Asi:

~

N,

S

—_

Sustituimos los valores y obtenemos y=2x+3.Su =

pendientees2y b =3,

En la imagen nota que b coincide con la coorde-

nada y del punto de interseccién de la recta con

eleje.

A

fetividad

4 Lleva a cabo las actividades.

1. Completa la tabla. Guiate con el ejemplo.

3x+6y—3=0 3 16

6x—2y—36=0

Contesta lo siguiente:

1. La ordenada del punto
sobre el eje X que dista 8
unidades del eje Y es:

a.8

b.-8

c.0

d. Indeterminable

2, Si a es constante, f{a)=0
representa:

a. El punto (0,q)

b. Interseccién con Y
c. Interseccién con X
d. Unarecta

3. Alevaluar y=-4 en x-y=0,
se obtiene:

a.(4,4)

b. (-4, -4)
e {4,-4)

d. (-4, -4)




X-y+4=0 2

By +3=0 -
x—10y+44=0 o - :41% =4.4
Cox-3y-1-0 9 - 7 k !
Caeyoneo
y—]_4:0 IR T A S , .
, S S I o y:,éx,+,é
Celigem=o | - -
e meeso L ” o

2. En el plano de la derecha dibuja las rectas que tengan la misma pendiente, en eldelaiz-
quierda dibuja las que tienen el mismo valoren b.

i
i

L&)
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3. Conbase en las gréficas anteriores responde:
2. ¢Cémo son las rectas que tienen la misma pendiente?
Si dos rectas tienen la misma pendiente y el mismo valor b, ;cémo son?

. ¢{Qué ocurre, si en las rectas con mismo valor de b, su interseccién con el eje X se aleja
cada vez mas del origen?

4. Silapendiente de una recta estd dada por el cociente —A/B, ;la pendiente de una recta de la
forma Ax+C=0existe? ; Por qué? Recuerda la funcion tangente queviste en tu curso anterior.

Betividad ¢

Productos esperados

“ Esta actividad pertenece a tu portafolio de evidencias, debes hacerla en hojas separadas y
conservarla.

1. Consigue papel milimétrico. Traza en él los ejes coordenadosy los valores.
2. Trazauna rectay marca los puntos de interseccién con los ejes.

3. Calcula la pendiente y escribe su formay=mx +b.
4

. Con base en lo aprendido en la Actividad de aprendizaje 11, ejercicio 6 escribe otra funcién
y=m.x+b, que sea paralela a la que dibujaste.

3. Menciona dos puntos de esta nueva recta, marcalos en tu plano y grafica la recta.

4
B Ya aprendimos cémo dados dos puntos en el plano cartesiano (s 7
- Alx,, ¥,) ¥ Blx,, y,), podemos conocer la distancia entre ellos como /’
- la medida del segmento de recta que los une. Ahora nos pregunta- e N VAl
- remos por la solucién a un problema relacionado: dados un punto B N
- en el plano C(x,, y,) y una distancia representada por un nimero 3 ;
- real no negativo r > 0, ;cémo podemos describir a todes los pun- 2
- tos que estan exactamente a una distancia r de Clx,, ¥,)? 1 ?J
- —— — >
> Para fijar ideas, pensemos en un pastizal muy grande donde he- N
- mos clavado una estaca, y que de ésta hemos amarrado a una ca- =
- bra hambrienta con una cuerda que mide tres metros. Despuésde ¢ - /’
- un par de horas, la cabra ha devorado todo el pasto que estaba a s Hoci—s 4
- su alcance, ;qué forma reconoceremos en el pastizal? ;Cudl esel s : i ek
- contorno del drea devorada por la cabra? 3 :

Por ejemplo, si en un sistema de coordenadas identificamos con | x3
C(5, 4) el punto donde hemos atado a la cabra y r = 3 representa T

v




1
i
f la extensién de la cuerda, ;podemos encontrar un punto a distancia 3 de C? ;Podemos
_ : encontrar dos puntos? ;O tres? ;Cuantos puntos habra que cumplan la condicién de
g estar a 3 unidades de C(5, 4)? ; Los puntos que vamos encontrando son el contorno de
alguna forma particular?

, Nuestra hambrienta cabra ha devorado un circulo de pasto y al contorno de esta figura
K se le conoce como circunferencia. Al punto C(x,, y,) se le llama el centro y a r el radio
de la misma.

F A cualquier segmento de recta que conecte el centro de una circunferencia con un punto
de la misma también se le llamara radio, y a todo segmento de recta que conecte dos
puntos de la circunferencia pasando por el centro se le llamara diametro.

Recuerda que, un circulo es una superficie delimitada por una circunferencia. Esta de-
o & terminada por dos datos: su centro y su radio.
Contesta lo siguiente:

1. El perimetro del cuadrado
PQRS, con P(4,3),

Q(-4,-3) es: Utiliza lo visto hasta ahora para responder los ejercicios.

a. 40

b. 14.96 T :W L. Considera el punto C(—3', 2), gcuéleg de los pun-

.0 . ' tos se encuentran en la circunferencia con centro

' 1 en Cyradior=5?

d. Indeterminable 4 : y
2. El drea del tridngulo ; i A(0, 0) B(-6,-2)

rectangulo con 10 cm de . . ’

hipotenusa es: X

1 f0 1 D(l) 5) E(_ly l)

a. 12 en?? e

b.24 cm? 2 F(0,-2) G(1,3)

C. 48 cm?

d. Indeterminable 2. Elsegmento que une los puntos A(0, 4) y el origen es un didmetro de la circunfe-
3. Al dividir cada segmento rencia que se muestra en la figura. Da las coordenadas de su centro, el valor del

deun poligono entre la radio y encuentra las coordenadas de tres puntos que estén sobre la misma.

misma razén ocurre:

a. unaescala
AY

b. una reflexion —-

, ¢. una traslacién
] d. una rotacion




De acuerdo con lo visto, una circunferencia en el plano queda determinada completa-
mente por su centroy su radio. Es de esperarse, pues, que estos dos elementos determi-
nen también su ecuacién cartesiana.

¢Coémo describimos geométricamente |a circunferencia? Dijimos que eran todos los pun-
tos (x, ¥) que se encontraban a una distancia r 2 0 de un punto Clx,, y,)- De este modo,
si Ax, y) es un punto cualquiera en dicha circunferencia, por consiguiente, la expresién
|CA| =rdebera caracterizar totalmente este hecho. Es decir, si usamos lo que ya sabemos
acerca de la distancia entre puntos, |CA| = r se verd como:

VX=X, Py =y, =r
0, de manera equivalente, si elevamos ambos lados de la igualdad al cuadrado:
X=x)+y-y)r=r.

Esta es la ecuacidn cartesiana de la circunferencia con centro en Clx, y,) y radio r= 0.
Pon atencidn en el ejemplo y observa cémo utilizarla para saber si un punto B(x,,y,) esta
sobre la circunferencia.

&

De acuerdo con lo anterior, la S

circunferencia con centroen C(4,2) yradio 1. ” ”J
5 tiene ecuacién: n .
24 /
/
(x—4)2+(y—2)*=25. 5
’ . /’
(Como podemos saber si el punto B(-1, 2 (C(A 5

2) esta en dicha circunferencia? Debemos
sustituir los valoresx=—1,y=2enel
lado izquierdo de la ecuacidn y hacer las P12 3 4 5 6 7 8/9
operaciones alli indicadas: '

(1)~ 4) + ((2) ~ 2)2 = (-5} + 02 o

Como 25+0=25, que es el lado derecho de la ecuacién, B(-1, 2) estd en la
circunferencia.

¢Esta £(2, 0) sobre la circunferencia? La propia ecuacién nos los dira: (2 — 4)2 = (-2)2 = 4,
(0~2)*=(-2)*=4. Dado que el lado izquierdo es 4 + 4 =8, que no es igual a 25, £(2, 0) no
estd sobre la circunferencia.

Eje: Lugares geométricos y’sistemas
de referencia. Del pensamiento

geométrico al analitico &

Observa que la ecuacidn de
la circunferencia también
puede escribirse como:

Xdy -2x X -2y y+xi+
yi-rr=0.

La forma presentada en el
cuerpo del texto se conoce
como canédnica.




Responde los ejercicios con lo aprendido hasta ahora.

1. Identifica el centro y el radio de la circunferencia que se muestra en la imagen. La curva
pasa por el punto A3, 4).

»
B
«

by = Con base en tu respuesta a la pregunta anterior,
4 - escribe la ecuacién cartesiana de la circunferencia.

3. Disiel punto £(3,2) se encuentra sobre la circunfe-
rencia. Justifica tu respuesta.

A

0 1 2 3 4

4. Elpunto D tiene coordenadax=2. ;Cualessu coordenada en y?

5. Elpunto Btiene coordenaday=3. ;Cudl es su coordenada en x?

Ya hemos visto que geométrica y analiticamente la circunferencia esta determinada por un punto
del plano, que es su centro Clx, y,),y un nimero real no negativo, que es su radio r= 0. Si dejamos
el centro fijo y variamos tnicamente el radio r,, r;, 5, s obtendremos una familia de circunferen-
cias con el mismo centroy que por esto reciben el nombre de concéntricas.

o
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¢Podrias escribir las ecuaciones de las tres cir-

¥\
cunferencias concéntricas de la izquierda de 4 !
menor a mayor radio?
(x—3)+(y—2)=1/4, T v
/
(x—3)7+ (y—27=2, 24t |
: §
“g /
(x—3)2+(y—2)*=3. \ /
Para saber analiticamente si dos circunferencias N e /
son concéntricas o no, basta con comparar sus \%& S X
ecuaciones y cerciorarse si tienen el mismo cen- 0 1 3.4 5 >

tro o no. Por ejemplo, considera las ecuaciones
siguientes. ;Representan a una familia de cir-
cunferencias concéntricas?

X +y2—2x—8y+17=0,
X +y?—2x—8y+16=0,
X +y?—2x—-8y+8=0.

Tenemos que llevar estas expresiones algebraicas a la forma que conocemos. Si completamos los
cuadrados con respecto a las variables x, y, obtendremos para la primera ecuacién:

X +yP—2x—8y+17=0,

lo que equivale a: X+y?—2x—8y+1+16=0,

distribuyendo los sumandos: X —2x+1+y2—8y+16=0,

factorizando: (x—1)*+(y—4)?=0.

¢Cémo debemos interpretar esta Ultima ecuacién? Tal vez deberfas detener tu lectura para re-
flexionarlo un minuto o dos, antes de continuar.

iLa ecuacién anterior representa precisamente un punto: el centro C(1, 4)!

Repitiendo el procedimiento anterior con el resto de las ecuaciones obtendremos, respectivamen-
te, x—1)2+(y—4)?=1y (x-1)*+ (y — 4)2=9. Como todas las ecuaciones tienen exactamente los

mismos términos del lado izquierdo de la igualdad y hacen referencia al centro C(1, 4), las tres
ecuaciones representan circunferencias concéntricas de radios 0, 1y 3.




Responde los ejercicios con lo aprendido hasta ahora.

‘ : Ay : 1. Escribe en tu cuaderno las ecuaciones que representan a las
i B familias de circunferencias concéntricas, agrupadas por su
! centro C(x,, ¥,).
¥ - .
. A Tienen centro en C{1,0) y sus radiosson 0,2y 3.
1 X Tienen centro en C(—2, ~4) y sus radios son 1,4y 5.
| _ _ 0 . . . .
2 ! ! 2 Tienen centro en el origen y sus radios son v2 ,0y ladis- |

i o N tancia entre los centros de tas circunferencias concéntri-
cas delosincisosayb.

B

. Unafamilia de circunferencias tiene las ecuaciones: x* + y* = 4,
(x—1)2+y2=1, (x+1)*+y?=1. Trazalas y di si son concéntricas.
;Podrias decir lo mismo a partir de sus ecuaciones?

En una hoja (o mas) de papel milimétrico registra todas tus respuestas a la actividad. Des-
pués guardala en tu portafolio de evidencias.

1. Enun estanque (cubeta, piscina, vaso, etcétera) ii2no con agua, deja caer una piedrita (o
una gota) verticalmente sobre la superficie. Observaras una familia de circunferencias con-
céntricas. Siidentificamos la superficie del agua con el plano cartesiano y quisieras dibujar
dos de estas circunferencias, ;dénde colocarias el origen?

Ubicaloy traza los ejes coordenados X y Y. Luego ubica el punto que corresponde al centro
de la familia de circunferencias y observa que en ninglin caso el radio de la circunferencia
puede rebasar el borde del estanque. ;Puedes medir la separacion entre una y otra o te
resulta mds facil medir el radio de una circunferenciay la otra? ;Qué ocurre cuando las cir-
cunferencias tocan el borde del estanque? Dibuja por lo menos dos de las circunferencias
concéntricas observadasy escribe sus ecuaciones. ;Qué ocurre si eliges otro centro Cx,, y,)
para la familia de circunferencias concéntricas?

Para determinar una direccién cada ciudad tiene su
propia estructuray nomenclatura, hay ciudades donde
las calles tienen nombres numéricos u ordinales
(Orizaba, Ver., Nueva York, EEUU, Tuxtla Gutiérrez,
Chiapas), hay lugares donde cada calle tiene el nombre
de una persona o lugar (CDMX, Cuernavaca, Mor.)
y hay lugares que basan sus direcciénes en lugares
destacados por la poblacién (Managua, Nicaragua). En
el video puedes observar una de las aplicaciones del
plano cartesiano en la construccién de una ciudad.




&

Definicién geométrica y construccitn de Iz

Aligual que hicimos con la circunferencia en el
apartado anterior, comenzaremos con un ejem-
plo que motiva la definicién geométrica y la
construccion de curvas més sofisticadas.

Supdngase que tenemos nuevamente una ca-

bra con una argolla en su collar, un pastizal muy

grande en el que hemos clavado dos estacas y

que en cada una de éstas hemos amarrado uno

de los extremos de una cuerda (de tres metros)

después de pasarla por la argolla de la cabra.

Como cabe esperar, después de un par de horas

la cabra ha devorado todo el pasto que estaba a

su alcance ;qué forma reconoceremos en el pastizal? ;Cuél es el contorno del drea devorada por
la cabra?

Nota que cuando la posicién de las dos estacas es la misma, jobtenemos una circunferencia con
un radio de metro y medio! Pero por ahora concentrémonos en el caso donde las posicionesAy B
de las estacas son diferentes.

La curva que hemos definido geométrica-
mente de esta manera se llama elipse y los
puntos Ay B se conocen como focos. Poste-
riormente veremos que esta curva tiene otros
puntos destacados y varios segmentos nota-
bles; pero veamos antes un poco mas cémo
se relacionan los elementos determinantes
de la elipse entre si.

Asi como la circunferencia esta determinada

por su centro y su radio, resulta natural sos-

pechar que una elipse quedara caracterizada por las posiciones de sus focos y por la longitud de
la cuerda involucrada, la cual jugard un papel analogo al del radio.




Consigue un pedazo de cartén, tachuelas, pedazos de estambre de 10, 15y 20 cm, tres mar-
! cadores de distintos colores y una regla de 30 cm.

i
1
i
i

Amarra un extremo de un pedazo de estambre a una de las tachuelas y repite la operacion con
el otro extremo y la otra tachuela. Después de clavarlas en el cartén a 5 cm de distancia entre
si, desliza el marcador manteniendo tenso el estambre y da una vuelta completa alrededor de
: las tachuelas. Repite lo anterior manteniendo en la misma posicién las tachuelas y tan sélo
cambiando el estambre por otro de distinta longitud. Responde en tu cuaderno las preguntas
después de discutirlas con tus compafieros.

Traza un segmento de recta entre los focos y proléngalo por ambos lados hasta que toque a
la elipse sin salirse de ésta. Repite la operacién para las otras dos elipses. Mide las longitu-
des de los segmentos correspondientes y comparalas con las longitudes de los estambres,
;soniguales? ;A qué crees que se debe esto?

Coloca las tachuelas a 10 cm de distancia, ;qué crees que obtendrés cuando traces la elipse
con el estambre de 10 cm? Verificalo sobre el carton.

;Estarfas de acuerdo con que cada punto de unaelipse satisface que la suma de las distan-
cias a los focos es una constante? ; Por qué?

Ahora construiremos geométricamente una curva que, a diferencia de las anteriores, se extiende
indefinidamente sobre el plano euclidiano. Para ello, considérese este problema: si tenemos un
punto fijo donde se ubica un faro flotando en el mar Fy la recta d representa la linea costera, ¢qué
trayectoria describird un barco (B) que, para no estrellarse con la costa ni con el faro, se mantiene
a la misma distancia de ambos?

iClaro, la distancia que estamos tomando entre el barco y la costa es la que elegiria cualquier mari-
no de la tripulacion nadando! Esto es, sirepresentamos a la costa con una linea recta (d) y al barco
lo ubicamos en B primero y posteriormente en B, el marino recorreria la distancia que implica el
menor esfuerzo e irfa hacia la costa siguiendo una trayectoria recta y perpendicular a la linea cos-
tera, llegando en el primer caso a £ y posteriormente, si se arrojara almarenB,,ak,.
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Observa que, como dijimos en un principio, si el barco se aleja de la costa, la distancia aumentara,
y este proceso puede continuarse tanto como lo deseemos (jo tenga combustible el barco!).

La curva que describen las posiciones sucesivas del barco B se llama parabola, al punto F se le
conoce como foco y a la linea recta d se le llama directriz. En la imagen anterior a la parabola la
hemos trazado en rojo.

Las parabolas también pueden pensarse como la composicién de dos movimientos, uno horizon-
tal y otro vertical: asi las concebia el filésofo natural italiano Galileo Galilei en 1633; sin embargo,
las parabolas como objetos geométricos no eran cosas nuevas, los matematicos griegos Euclides
y Apolonio de Perga ya las habian estudiado antes, en el siglo Il a. n. e.

B

En tu cuaderno traza dos rectas perpendiculares entre si (al igual que los ejes coordenados
X, Y, del plano euclidiano). Llama a la horizontal e (por eje} y a la vertical d (por directriz).
Estas rectas se intersecan en un punto que llamaremos D.

Escoge un punto F (que sera el foco). En esta actividad veremos una manera de encontrar pun-
tos (tantos como quieras) de la parabola con foco en Fy directriz d usando sélo tu regla y tu
compas.

1. Elpunto medio del segmento DF, ;esta en la parabola? (Piensa en la trayectoria seguida por
el barco en la definicién geométrica de esta curva.) Encuentra este punto en tu cuaderno y
marcalo con 1.

2. Marca otros cuatro puntos sobre la recta e y némbralos como 2, 3, 4 y 5. Trata de que no
estén muy separados entre si. Anota en la tabla las distancias entre Dy cada uno de estos
puntos.

3. Sobre cada uno de los puntos anteriores traza una recta perpendicular a la recta e. Cada
una de estas rectas se identificara por el punto por el que pasa: asi hablaremos de la recta
2, larecta 3, etcétera.
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Hasta aquf hemos hablado de recta
trataremos en nuestra exposicion tien
ello dificil. Imagina que, como en el caso de
euclidiano y una longitud fija (r=z 0) que desem

“p-2” traza con tu compas el segmento de cir-

Con centro en Fy radio igual a la distancia
ntos, Ay B. Repite la operacion con la distancia

cunferencia que corta alarecta2 en dos pu
«p-3” y la recta 3. Haz lo mismo para los puntos 4y 5.

La distancia “D-2” es la distancia del barco a la costa de la definicion geométrica de la para-
bola (sélo que la hemos medido sobre la recta e). En lailustracion siguiente corresponderia
ala distancia CA. Esta distancia la hemos elegidocomo radio de la circunferencia con centro
en Fy hemos encontrado los dos puntos sobre larecta 2,Ay B, que estan exactamente a la
misma distancia de la recta d. Por lo tanto, ambos puestos estan sobre la parabola confoco

en Fy directrizd.

I

9
[

i

N
H

Repite el procedimiento anterior con los puntos restantes y posteriormente Unelos para

obtener la curva buscada.

s, circunferencias, elipses y parabolas. La Gltima curva que
e una descripcion ligeramente més sofisticada, pero no por
la elipse, tenemos dos puntos fijos (Ay B) en el plano
pefiard un papel analogo al del radio de la circun-

ferencia.
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De esta manera, un punto C estara sobre la curva si el valor absoluto de la diferencia de sus distan-
cias a dos puntos fijos Ay B {llamados focos) es constante e igual ar=0. Es decir, C estara sobre [a
curvasir=|d, —d).

La magnitud r = 0 puede reconocerse facilmente en el trazo anterior: si unimos Ay B con un seg-
mento y denotamos por £ y D a las intersecciones de la curva con éste, tendremos que, dado que
D esta en la curva, dist(A, D) — dist(D, B) = r. Asimismo, dado que E esta en la curva tendremos de la
misma manera que dist(B, E) — dist(A, E) = r.

Sin embargo, dist(4, D) = dist(A, E) + dist(£, D) y dist(B, E) = dist(D, B) + dist(E, D), de modo que igua-
lando las expresiones anteriores (ambas iguales a r) y sustituyendo las expresiones anteriores:
dist(A, D) — dist(D, B) = dist(B, E) — dist(A, E); de modo que dist(4, E) + dist(E, D) - dist(D, B) = dist(D,
B) + dist(E, D) — dist(A, E). Simplificando obtendremos que dist(A, E) = dist(D, B).

Retomando la expresién dist(A, D) — dist(D, B) = r, veremos que dist(E, D) = r. De esta manera, ve-
mos que si nos han dado los focos (Ay B) y r = 0, podemos encontrar E'y D. Basta con trazar el seg-
mento AB, encontrar el punto medio (0 centro de la curva) y trazar una circunferencia de radio r/2.
Los puntos de interseccién con el segmento AB estaran en la curva. A estos puntos se les conoce
como vértices.

Ala curva que acabamos de describir se le conoce como hipérbola con focosen Ay By longitud r.

Para trazar varios puntos de la misma,
a partir de que nos hayan dado U(nica-
mente los focos (Ay B), asi como la lon-
gitud r = 0, debemos encontrar primero
los vértices E'y D como lo hicimos en los
parrafos anteriores. Posteriormente,
debemos encontrar sobre el segmento
AB un punto (que hemos denotado en
la siguiente ilustracion con 1) y medir
fas distancias dist(E, 1) y dist(D, 1). La
primera de ellas sera el radio de una cir-
cunferencia con centro en el foco A, la
segunda lo serd de una circunferencia
con centro en el foco B. Los dos puntos




éste y que pasa por el centro.

Con base en lo aprendido, traza las hipérbolas en tu cuaderno. Di en qué punto del plano i

de interseccion (que hemos marcado por
C,y C,) estaran sobre la hipérbola: obsér-
vese que

dist(£, 1) — dist(D, 1) = dist(E, D) =r.

Intercambiando los papeles de A y B,
pero usando las mismas magnitudes, ;
podemos encontrar otros dos puntos C,
y C,. Continuando de esta manera, obser-
vamos que la hipérbola esta formada por
dos ramas que son simétricas con res-
pecto al eje que une a los focos y también
con respecto a la recta perpendicular a

i

esta ubicado el centro y cudles son los vértices. Si se te proporcionan éstos di cual es el

valorder=0.

Tiene focos en A(0, 1), B(0, 5}y r=2.

Tiene focos en A(-3, 3), B(3, 3} y sus vértices en E(-2, 3) y D(2, 3).

Tiene focos en el origen y en B(6, 0). Un vértice estd en £(2, 0) y el centro en M(3, 0).

Tiene centro en el origen, un foco en A(—6, 0} y un vértice en D(2, 0).

Tiene centro en M(0, 4}, un foco en A(—4, 4) y un vértice en D(2, 4).

;Te gustan los cuentos?, ;alguna vez has visto elemen-
tos geométricos en una hoja milimétrica e imaginado
su historia?

Este recurso te muestra el resultado obtenido del cruce
entre planos y rectas. En matematicas todo se conecta
y al estudio de las propiedades geométricas con he-
rramientas algebraicas se le conoce como geometria
analitica.




El punto medio P del segmento que tiene por extre- 4y
mos a los puntos A(x, y,) y B(x,, y,), es:

p[ Xt YitYs )|
2 72

Estas férmulas se deducen con el anélisis siguiente:

1. Porun lado, el segmento BD mide y, - y pero tam-
bién es igual a la mitad de la longitud de BE, por lo
tanto, y, -y =424,

Rix
Bix,, 1)

De esta férmula despejamos y:

yz"yz—"yfz_yl = 2(}/2—)/):}/2—}/1

= Y=Y, ty, =2y = Y,tY =2y

Repetimos el analisis para x.

Elemplo

Utilizando las férmulas anteriores obtendremos el punto me-
dio del segmento que tiene por extremos a A(-3,4) y B(2, -3).

. -3 _
Para x: x="3%2_-1_ ¢

2

Pa ; -
2y 43 4—-§=%=o.5

Por lo tanto, el punto medio es P(~0.5, 0.5).
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Para repasar lo aprendido lleva a cabo esta actividad.

Calcula el punto medio de los segmentos que tienen por extremos los puntos

AyB.

A—4,1) y B(4,3)

A(1,5)y B(5,3)

A(-2,5)y B(2,-5)

iV

A(3,-7) y B(-3,-8)

A(-5,-5) y B(4,-2)

A(0.5,—T7)y B(4, 2)

Z. Halla el extremo B de los segmentos, sabiendo que parten de Ay el punto medio

es P. Graficalos en el plano.

A3,5)y P3,3) B, )
A(-4,5)y P(-1, 3) B( , )
A(-5,-3) y P(0, -3) - B( ;
A(-4,0)y P(-2,-3) B{ , )

A(l,-6)y P(3,-2.5) B( , )

A(3,-8)yP(-0.25,-7)  B( , )

3. Deduce la férmula para hallar la coordenada x del punto medio de un segmento
que tiene por extremos a A(x, y,) y B(x,, ¥,).

Retomando la figura del punto medio, ¢ por qué podemos garantizar que la coor-
denada y del punto D es justo la coordenada y del punto medio?
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Partiremos de la pregunta: ;qué significa que un punto divida a un segmento en una razén?

La razén es una compara-
cion de dos cantidades por
medio de una divisién.

Sitomamos un punto P de un segmento con extremos Ay B, éste queda dividido en dos
segmentos: APy PB. La razén en la que divide el punto P al segmento AB es el cociente
r:% . En este tema debes prestar especial atencion alinicio y al final de los segmentos.

Si el punto P divide a AB de manera que AP es el do- MQT»’*M%
ble de PB, la razén es 2. P vof

. . . T
Si el punto P divide a AB de manera que AP es lami- o s
tad de PB, la razén es 1/2. o //,cf’“ )

o oy _‘d*‘f
Si el punto P divide a BA de manera que BP es el do- gff“"” o
ble de P4, la razén es 2. e
e

Si el punto P divide a BA de manera que BP es la mi-
tad de PA, larazdon es 1/2.

4 Responde lo que se pide, utilizando el conocimiento adquirido.

1. Efectia el cociente AP/PB e identifica la razén en la que P divide al segmento AB.

@
2 e
. [ S "
F 2 R ;
o r= 5. 4 =
-
— Y
i o EPUEC H PUNIPRSE S - 9
g ® r= @ r=
-
. @8 BB |
I, 8 e O
@ r= G o r=

r=1/5 . o r=2




Observa las imagenes, asi como las razones dadas y responde las preguntas.

;Cudntas veces cabe el segmento AP en PB si P divide a AB en una razén de 4?

Si Pdivide a AB en una razén de 3/4, ;cuantas veces cabe AP en PB? Considera
dividir AB en siete partes iguales.

¥ °  Para hallar las coordenadas del punto P(x, y) nos basa-

Los . . remos en la figura de laizquierda. Por tener
son los que tienen angulos o ° b .
iguales y lados proporcio- - obtenemos:
nales. ) A_P 74? X—x,

[ e—= .

PB PF x,-x
(] o

De esta relacién despejamos x. Con un razonamiento analogo para y obtenemos dicha
coordenada (dichos despejes quedan como tarea) y asi concluimos que dado un seg-
mento AB y un punto P sobre él, que lo divide en una razén r, el punto P queda determi-
nado asi:

P(x1+x2r VYT

, , donde A(x_, B(x.,V.).
T 1ar ) (X, ¥)yBlx,y,)

Hallaremos las coordenadas det punto P que divide al segmento cuyos extremos son
A(-4,-3)yB(12,5),enunarazdénr=3.

Para x: Paray:
X:—4+(12)(3) _ -3+(5)(3)
1+3 1+3
_ —-4+36 _=3+15
T4 T4
32 12
4 T4
=8 =3

Por lo tanto, el punto que divide a AB en una razén de 3 es P(8, 3). .
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B
+ Practica lo aprendido con la actividad. Recuerda que puedes regresar unas pégina§
si necesitas aclarar dudas.
1. Halla las coordenadas de los puntos que dividen a los segmentos en las razones
indicadas.
A(—3’2), B(37 O)Yr:l P( s ) A(7’ 5)7 B(lyz)yrZO-S P( ’ )
A(l:—3)’B(7’ 3)yr:5 P( 3 ) d A(7: 3): B(l’_3)yr:5 P( > )
A(l) "3)78(71 3)yr:l/5 P( » ) A(7; 3)18(1;_3)yr:l/5 P( > )
A(Mlsy _2)3 B(_lzy _9) y P( ’ ) 5 A(_loy _l)J B(4; _8) y r= P( ) )
r=2.5 0.75
A(-13,2),B{-5,10)yr=7 P( , ) I A(-12,10),B(-7.5,5.5)y P( , )
r=3.5
2. Graficalos puntos en tu cuaderno, mide los segmentos APy PB, efectla el cocien- i
te AP/PBy compara tus respuestas con la razén dada.
3. Efectda los despejes de xy de y de la explicacion anterior. [
. L
Halla la razén en la que el punto P divide a los segmentos AB. [g

Dado un segmento AB, un punto P lo divide en una ra- %
z0n negativa si éste estd fuera del segmento y sobre la e
recta que contiene a AB. La razdn queda determinada
por el cociente de las longitudes r:% , pero observa
que las direcciones de los segmentos son contrarias,

por lo que el signo de r es negativo.

Para determinar la razén en la que P divide a 8 -
AB, primero identificamos las coordenadas de 7 0t
A BYP: :

4 Q-

A(-4,-2),B(6,4)y P{11, 7). 3 o

2
Luego, utilizando la semejanza de triangulos ]
escribimos la razdn en términos de los catetos 5 71 ;o T34 5 6 78 901D
y por dltimo sustituimos los valores. A1 1l L O 0 O Y

AP _AE x-x, 11-(-4) 15

=t e T2 e T2

PB FB x,-x 6-11 -5

Observa cémo la direccidn de los segmentos es fundamental cuando se calculalarazén. Si
envez de calcular FB calculamos BF la razdn habria sido positivay eso estaria equivocado.




Practica lo aprendido de razones negativas con la actividad.

1. Hallalarazénen la que el punto P divide a los segmentos AB.

A(O: _3): 8(85 1)1 A(_47 3): 8(71: _3): A(_l) _3)1 B(O; "5),
P(—4,-5) P(0,-5) P(-4,3)
A(_45 “4)7 8(05 0)7 A(O} l); 8(3; 75): A(_S: —2)5 B(6) _2)’
P(1,1) P(-2,5) P(7,-2),

2. Halla las coordenadas del punto P que divide al segmento AB en la razén indicada.

A(_47 3); B(—'4) 44); A(3> 43);3(‘_2: 0)} A(S: 3): 8(27 0): -
r=-8 r=-1/2 r=-3/2
A(‘474)’B(~174)1 A(_2;_6)a8(1>44)3 - A(4: 6)18(_5>2)a :
r=-=3/2 r=-2 r=-1/4

Dos rectas son perpendiculares si al intersecarse forman dngulos de 90°. En geometria analitica se
pueden identificar a través de las pendientes. Recuerda todo lo aprendido en el tema Pendiente
de una rectay responde la actividad.

Cerraremos el tema con esta afirmaciéon:

Dos rectas son perpendiculares si el producto de sus pendientes es —1.

Responde la actividad, teniendo cuidado cen lo que se pide, pues tu objetivo principal es
hacer una deduccién de los datos obtenidos. Enfocate y no te distraigas, para evitar errores.

1. Responde las preguntas.
;Qué es la pendiente de una recta?

Escribe la férmula para calcular la pendiente de una recta que pasa por los puntos
Alx,, y,) ¥y BX,, y,).
.Como calculas la pendiente de una recta si conoces su ecuacidbn Ax+ By +C =07
2. Observa laimagen y lleva a cabo lo que se pide.
Menciona cinco puntos por los que pasa la recta /.

;Cudl es la pendiente de la recta [7 Llamale m..

Utiliza tu escuadra para trazar la recta perpendicular a [ que
pasa por el punto A(4, 4).
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Sefala cinco puntos por los que pasa esta recta y calcula su pendiente.

Calcula el producto mm.,.

3. Traza en los planos las rectas sefialadas. Posteriormente, con tu escuadra, traza la recta
perpendicular a cada una de ellas que pasa por el punto sefialado, calcula las pendientes
y el producto mm..

2x—-3y+9=0, G 2X—y+2=0, o, Sx+4y+2=0,
P(3,-5) P(-4,5) P(=7,-2)

TAY. 74-Y 9
6 6 8
5 5 7
4 4 6
3 3 5
2 2 4
1 1 3
5 5 2
6 543210 3456 7 6-5-4-32-110 2 4 5 7 L

mm,= mm,= mm, =

4., Anota tus observaciones de la actividad.

Aetividad

Productos esperados %

+ Esta actividad pertenece a tu portafolio de evidencias, debes hacerla en hojas separadas y
conservarla.

i. Dibuja en papel milimétrico los ejes coordenados y traza una recta.

2. Selecciona tres puntos fuera de la recta y traza las perpendiculares que pasan por esos
puntos.

3. Solo viendo el dibujo di cudl es la pendiente de la primera recta trazada y cudles son las
pendientes de las rectas perpendiculares.

4. Responde: ;Existe alguna relacién entre la pendiente de la recta inicial y una de sus perpen-
diculares? ;Cémo son tas pendientes de las rectas perpendiculares?

—

\%%ﬂm{wn




Los lugares geométricos satisfacen ciertas caracteristicas. Por ejemplo, la recta es el lugar geométri-
co cuyos puntos satisfacen una ecuacién de la forma Ax + By + C =0, mientras que la circunferencia
son los puntos que satisfacen una ecuacion de la forma x* + y? + Cx + Dy + £=0. También la elipse, la
parabolay la hipérbola pueden describirse como ecuaciones cuadréticas, es decir, que pueden des-
cribirse como objetos algebraicos y esto nos sirve para hablar de ellos sin necesidad de un dibujo.

Por ejemplo, en geometria euclidiana, cuando hablabas de una circunferencia era necesario dibu-
jarla, sin embargo, ahora basta decir x2 + y* = 25 para saber que hablamos de una circunferencia con
radio 5y centro en el origen.

Por ahora utilizaremos dichas expresiones algebraicas para determinar los puntos de interseccién
de ellas, con precision, es decir, sin el error de un dibujo.

Encontraremos el punto de interseccion de
las rectas 3x— 10y +41=0y3x+y+8=0.

Las rectas estan dibujadas en la figura y
queremos hallar las coordenadas del pun-
to de interseccidn. Sivemos el dibujo pode-
mos decir que el punto es “mas o menos”
(=3.55, 3) o “por ahi cerquita”, pero eso
no nos sirve. Nosotros queremos et punto
exacto. Tener la certeza de las coordenadas
del punto de interseccion.

i

Para hallar dicho punto debes observar
que pertenece a ambas rectas, es decir
que satisface ambas ecuaciones, asi que
deberas resolver un sistema de ecuaciones
como lo hiciste en tu curso de algebra.
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Utilizando el método de reduccién obtenemos:

3x - 10y + 41 = O
3x + y + 8 =
-~ 11y + 33 =0

Asi, y = 3. Luego, sustituyendo este valor en alguna de las ecuaciones obtenemos que x es -4

;Qué ocurre si ahora buscamos el punto de interseccidn entre una recta y una circunferencia? En
realidad las cosas pueden complicarse dependiendo de los datos con los gue contemos, sin em-
bargo, lo que buscamos es lo mismo: los puntos que satisfacen ambas ecuaciones.

Elemplo

Hallaremos los puntos de interseccidn de la cir- ty
cunferenciax*+y*=13ylarecta2x—3y=0.

Despejamos x de la ecuacién de larecta:

X=—— 3

2 AN

- ., . b
Sustituimos este valor en la ecuacién de la cir- { S 1
cunferencia y reducimos la expresion: — _4\_53 " _1/{1 . 3}4 —

3
3y\2 .2 X%
() +y*=13 : 2
2
2
= (¥ +y'=13 o
5

= 2L4y?=13

= 9y’+4y’=52

= 13y?=52.

Despejamosy: -

y:\/%:ﬁzz (e}

y=- %:— 4=22.

Sustituyendo este valor en la expresion de x:

x=2=3 0

Asi, los puntos de interseccion seran (2, 3) y (-2,-3).




| X+2y=8y T =3x+8y=28y
' —2x+3y=12 4x-y=-18
2x+y=0y © Ox+y=1ly

|
} —2x+y=0 27x+3y=2
!

X2+ y? =25 x> +y?=100,
X—Ty=-25 8x+4y=80

X +y2+8x—16y=-55, Xy —6x+4y=-5
8x —4y=-44 —xty=-1

2. Halla las intersecciones de las circunferencias.

X+y +4x=0y X +y?—4x—10y=-25,

Xty =8 X+ Yyt~ 14x — 10y =
45

X +y'+4x—8y=-12, Xyt -6y =-8 X+

X+ yr+ox — 10y = y?—8x—6y=—i6

-32

4. Halla lainterseccion entre las parabolas y las rectas.

X —4y=—4 x+2y=6 X —4y=—-4,—x—-y=0
Y —4x—4y=4,x+y=0, X2+ 2x+ 8y =-25,
-x+2y=10 “2x+y=7

5. Responde las preguntas.

;Cuantas intersecciones pueden tener dos rectas?

¢Cuantas intersecciones pueden tener dos circunferencias?

Pon en practica lo aprendido en este tema y responde lo que se pide.

f
|
i 1. Hallalainterseccion de las rectas. Disi son perpendiculares o paralelas, o ninguna de las dos.
{
{

_Zx+y:4y
4x+y=-8
Sx+y=-3y
x—=5y=2

2. Hallalos puntos de interseccidn entre las circunferencias y las rectas indicadas.

x*+y?=100,
3x+4y=0
X+ y?—6x=4,
X+ 5y=~10

X2+ y?+4x—-8y =5,
Xty —4x+4y=-3

Xy —4x—6y=—12,
X t+yr—4x=6

¢Cuantas intersecciones pueden tener una recta y una circunferencia?

Hablaremos del punto de tangencia de una manera intuitiva, pues formalizarlo no es objeto de

estudio de un curso de geometria analitica.

Una recta es tangente a una curva si la toca en un Unico punto, llamado punto de tangencia,
aunque también podemos extender el concepto a las circunferencias y definir cuando dos de ellas

son tangenites.

s
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- El punto rosa es el punto de | El punto rosa es el punto de | El punto rosa es el punto de
tangencia de la recta con la | tangencia de la recta con la | tangencia de las dos circunfe-
circunferencia. elipse. rencias.
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Solo para reforzar el porqué se dijo que el concepto de tangencia se dio de manera intuitiva pien-
sa en lo siguiente: ;dos rectas que se intersecan en un punto son tangentes? La respuesta es no,
sin embargo, con base en la definicion deberia ser un si, por consiguiente, ;cdmo se ve una recta
tangente a otra recta?

Claro que puedes pensar que se te esta mintiendo, pero no, por ahora mientras te hablen de tan-
gencia puedes pensar en los ejemplos anteriores y no sera incorrecto.

Una recta secante es una recta que corta a una curva en dos puntos. Aqui también es comun
hablar de circunferencias secantes y son las que se intersecan en dos puntos. A continuacién se
muestran ejemplos.

Rectasecante de una circunfe- | Recta secante de una elipse. | Circunferencias secantes.
rencia.
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< Pon en practica lo aprendido en este tema y realiza lo que se pide.
1. Determinasilarectay=xestangente o secantea (x-3)%/4+(y-1)*/3=1.
s 2. Determina el punto tangente de x* +? =8y (x - 3)2+ (y - 3)°=2.

3. Determinadondelasecantey=x-2cortaax’+y?=4,




Enelafio 214 a. n. e, la ciudad griega de Siracusa, situada en la costa
oriental de la isla de Sicilia, se rebelé contra el creciente poderio de
Roma. El general romano Marco Claudio Marcelo, al frente de cuatro
legionesy 68 barcos a remos, sitié la ciudad que se negaba a rendirse.

Entre los pobladores de Siracusa habia uno que destacaba por su de-
dicacién a las matematicasy a la fisica. Entre sus logros habia conse-
guido formular el principio de la balanza (dos masas guardan entre si
una razdn que es inversamente proporcional a la razén de las distan-
cias que las separan del fiel de la balanza) que continda aplicandose
en todos los mercados hoy en dia; asi como el principio que dice que
al sumergir un cuerpo en un liquido con la misma densidad que éste,
se derrama un volumen igual al del cuerpo.

El nombre de este habitante de Siracusa era Arquimedes (ca. 287 a.
n.e.-212a.n.e.)y, sin lugar a dudas, fue uno de los cientificos mas
destacados de ta antigliedad.

Su conocimiento de {as matematicas y de las fuerzas de la naturale-
za hicieron que los gobernantes de Siracusa (Epicides y su hermano
Hipdcrates) lo pusieran al frente del ejército siracusano. Arquimedes
utilizd su conocimiento de la geometria para mejorar la capacidad
de tiro de las catapultas y las balizas; asi como para alinear espejos
que concentraran los rayos solares en un solo punto, incendiando los
navios de la armada romana.

El resultado de lo anterior fue que los soldados siracusanos lograron mantener a raya, duran-
te dos afios, al ejército que se convertirfa en la mayor maquinaria bélica de la antigliedad: el
romano. Lo (nico que se necesitd fue de un conocedor de la geometria y de la fisica (como
Arquimedes) y la confianza que depositaron en él los gobernantesy el pueblo de Siracusa.

Reflexiona las siguientes cuestiones.

;Cémo hubieras reaccionado ante el ataque del general Marco?

En momentos de tensidn o estrés, ;has tenido alguna idea destacable?

;Crees que el uso de las matematicas para fines militares esta justificado?

;Las matematicas pueden tener un impacto negatico o positivo en una persona?

;Crees que las matematicas sean suficientes para acabar con problematicas como la
guerra o el hambre mundial?




Provecto integrador

4 Es el final del primer parcial y deberas poner en practica tus conocimientos.

Construye un elipségrafo o compas de Arquimedes,
como el que se muestra en la imagen.

1. Organicense en equipos.

2. Investiguen lo que es un elipsdgrafo o compas de Arquimedes. Describanlo a
continuacion.

3. Disefien el plano de construccidn en el espacio siguiente.

4. Redacten un reporte de la elaboracion del elipségrafo en el que incluyan las
respuestas a las preguntas siguientes.

¢Por qué sirve el elipsdgrafo?
(Cuales son los focos de la elipse?

¢Cudles son las complicaciones que encontraron al elaborar el elipségrafo?




yvalia tus evidencias

4 Utiliza la lista de cotejo para identificar lo que dominas con base en las evidencias generadas y
guardadas en tu portafolio.

Presentas informacidn veridica, clara y basada en datos
reales.

Colocar en un sistema
cartesiano, tres lugares
delazonaenlaque
Vivo.

Actividad 4.

Ubicas con precisién en el plano cartesiano cada lugar
solicitado.

Tu mapa contiene lugares plenamente reconocibles, de modo
que cualquiera pueda orientarse con él.

Presentas un mapa original, no reciclado y con mejor

acabado que el de la actividad previa.
Calcular la distancia

mas corta entre la Identificas cabalmente los conceptos de distancia en la
escuelay mi casa. geometria euclidiana.
Actividad 8.

Identificas cabalmente las técnicas de medicidn en la métrica
del taxista.

Trazas correctamente la recta solicitada y encuentras las

Representar en un intersecciones de manera correcta.

plano dos rectas
paralelas, encontrar
sus ecuaciones.

Actividad 13

Calculas la pendiente de la recta trazada y encuentras la
ecuacién iddnea para tu recta paralela.

Ubicas los puntos pedidos de la paralela y la trazas
adecuadamente.

Defines un centro para la familia de circunferencias que se

Dibujar en el plano busca.

dos circunferencias
concentricas, encontrar | Dibujas correctamente las circunferencias solicitadas.
sus ecuaciones.

Actividad 17.

Respondes las preguntas formuladas de manera razonaday
coherente.

Trazas correctamente el plano cartesiano y la recta base para

Localizar una rectaen | €l ejercicio.

el plano y bosquejar su
perpendicular por un
punto dado.

Actividad 26.

Encuentras las perpendiculares que pasan por los puntos que
has sugerido.

Relacionas correctamente {as pendientes de las
perpendiculares con la de la recta original.




Con base en la ribrica, identifica tu nivel logrado en cada aprendizaje esperado. Recuerda repasar los te-

mas para mejorar.

Puedo hallar los
lugares geométricos y
visualizarlos evaluando
las expresiones dadas.

Caracteriza de forma analitica
los problemas geométricos de
localizacion y trazado de lugares
geométricos.

Ubica en el plano -en distintos
cuadrantes- y localiza los puntos
en los ejes y los cuadrantes
mediante sus coordenadas.

|dentifico el cuadrante
al que corresponden las
coordenadas.

Identifico los elementos
de la ecuacion general
e interpreto el lugar
geométrico que
representa.

interpreta y construye relaciones
algebraicas para lugares
geométricos. Ecuacion general de
los lugares geométricos basicos.

Conozco los lugares
geométricos viendo sus
ecuaciones y puedo
trazarlos evaluando las
expresiones.

Conozco en qué
cuadrante se encuentra
un punto sin dibujarlo en
el plano.

Conozco las
caracteristicas de cada
lugar geométrico con su
forma general, como su
tipoy orientacion.

Identifico el tipo,
orientacion y puntos
importantes de cada
lugar geométrico, trazo
las gréficas con los datos
relevantes.

Identifico la forma de las
coordenadas sobre los
ejesyfuera de ellos, sin
necesidad de ponerlos en
el ptano.

Interpreto correctamente
el lugar geométrico de
una ecuacion general y
puedo deducir sus formas
ordinarias y por ende sus
elementos.




« Sistema de referencia y
localizacion: elementos de
geometria analitica.

« ;Qué tipo de lugares
geométricos se precisan
para tratar con rectas y
cdnicas, sus propiedades,

= Reconocimiento
y construccion
de los lugares
geométricos:

recta, puntos singulares,
circunferencia,
elipse, parabola e
hipérbola.

sus relacionesy sus
transformaciones?

«;Codmo construir la ecuacion
de la circunferencia?
{Qué propiedades tienen
los puntos sobre una
circunferencia? ;Qué
propiedades tienen
los puntos sobre una
circunferencia?

» Elementos historicos sobre
la elipse, la parabola y
la hipérbola. Trazado y
propiedades. ;Qué son las
cbnicas?




« Caracteriza y distingue a los
lugares geométricos seglin sus
disposicionesy sus relaciones,

« Argumentar las diferencias
visibles entre una recta y una
parabola.

« Construir una elipse que describa
el movimiento de la Tierra en
torno al Sol.




Para reflexionar...

¢Has hecho algo que no querias porque no supiste decir “no” a algunas personas? ;Te
has encontrado en alguna situacién en la que querias decir “si” o hacer algo que querias
y no lo hiciste?, ;cémo te sentiste?

Nuestro objetivo:
Identificar si somos capaces de hablar clara y honestamente, pedir lo que deseamos, y
tener capacidad de decir si o no.

Condiciones y materiales deseables:
Un lugar en el que te sientas en confianza y el siguiente cuestionario.

Puedo expresar mis sentlmnentos honestamente

Hago un elogioaun amsgo/a cuando creo que lo merece.

Puedo decxr no” sin sentirme culpable

Reconozco cuando cometo un error

Trato de encontrar la causa de mi em‘ado

Digo a una persona, que conozco muy bien que me
~molesta alguna cosa de loque dice o hace.

Espero tener todos los hechos antes de tomar deasxones

Puedo decnr “sx cuando quiero hacer algo que quiero.

Inicio una conversac;on con alguien desconocido/a.

Me responsabmzo de mis propios sentimientos sin culpar
a otros

Pregunto a algwen $[ le he ofendido.

Resisto ante la insistencia de alguien para hacer algo que
no qu|ero 0 me hace dano

Me opongo a una exngencra injusta de algmen con
autoridad sobre mi.

Si no estoy de acuerdo con alguien, no o lo maltrato i fisica
ni verbalmente.

Pido explicaciones a alguien que me ha crotlcado

Ofrezco soluciones a los problemas en lugar de quejarme.

Paso a paso:

Contestar el cuestionario anterior.

Una vez que contestes el cuestionario téelo y preglntate:
a. ;De qué me doy cuenta después de analizar mis respuestas?
&, (Soy claro en la forma en que me comunico?
:Coémo puedo expresar mis emociones y pensamientos sin agredir a otros?




4 En el semestre desarrollaremos tu Proyecto de vida, con la finalidad de clarificar qué deseas para
ti y tomes decisiones que marquen la direccién de tu futuro, asi como reflexionar acerca de las im-
plicaciones que tiene en tu vida el hecho de llevarlo a cabo.

Establecer metas y cumplir las definidas a corto plazo, y no perder de vista las a mediano y largo plazo
puede ser dificil al inicio, sin embargo es importante no ceder a la apatia, a la desesperacion por los
factores que no dependen de unoy a la flojera. En esta seccion es momento de darle seguimiento a tu
Plan de vida. jAdelante!

1. Responde las siguientes preguntas.

#. ¢Cudntas metas escribiste en tu organizador? Un problema frecuente es querer hacer todo al
mismo tiempo y se resuelve aprendiendo a priorizar. Quiza quieras tocar la guitarray aprender
a pintar, pero no es necesario hacerlo al mismo tiempo, escoge una actividad y enfécate en
ella. A continuacion reescribe tus metas.

Detu lista de metas, identifica las mas importantes y ordénalas en prioridad. Identifica las que
podrias hacer al finalizar el bachillerato o en el tercer afio. No pierdas de vista que tu principal
objetivo en este momento es concluir tus materias con calificacion aprobatoria.

Debo hacerlo ahora:

Puede esperar al semestre siguiente:

Puede esperar al afio siguiente:

2. ¢ldentificas alguna meta que no incluiste anteriormente y te diste cuenta de su importancia?
Puedes agregarla ahora sustituyéndola por alguna de las que tenias.

2. Evalla tu organizador. Responde con honestidad en qué porcentaje cumpliste con tus objetivos
e identifica el porqué.

3. Elaboraun nuevo organizador grafico tomando en cuenta tus respuestas anteriores. Es importan-
te que sea uno nuevo para tener claridad en tus metas y objetivos.




y=mx+b, +{5=1,

) : donde m es la pendiente y donde (g, 0) y (0, b} son los
donde —% esla pendientey b la ordenada del punto de puntos de interseccion de
-£ eslaordenada del punto interseccién de la recta con el la recta con los ejes Xy Y,
de interseccién de larectacon | eje. respectivamente.

eleje.

Una vez que se tiene una de las formas anteriores, obtener las otras es sencillo.

Eiernplo

Dada la ecuacién 2x + y = 4, obtendremos las tres formas.

h

s La forma general se obtiene “pasando” el 4 al lado izquierdo
paraigualara0:2x+y-4=0.

Para obtener la forma ordenada al origen se despeja la variable y:

x+y=4=>y=4-2x

» Para obtener la forma simétrica se hallan los valores ay b.

Como a es la abscisa de la interseccién con el eje X, sabemos que
en ese punto y = 0, sustituyendo este valor en la forma ordvena-
da al origen obtenemos la expresion 0 =4 - 2x, de esta ecuacién
despejamos x obteniendo x=2. Asia=2.




Eje: Lugares geométricos y sistemas
de referencia. Del pensamiento
geométrico al analitico

Elvalor b se encuentra haciendo x = 0, sustituyendo este valor en la forma ordenada al origeny =
4-2(0),asiy=4, es decir,que b=4.

De lo anterior, la ecuacidn simétrica es L4k=1,

\
|
i
I

i | X
1 W+y-4=0 y=4-2x XY

Dada la ecuacién simétrica §+%:1 , hallaremos las otras formas.

Para la forma general:
§+§=1=>3(§)+3(§):3=>x+3(§)=3=>5x+5(3)(—§—):3(5):>5x+3y=15:>5x+3y—15:0

Para la forma ordenada al origen despejamos y de la forma anterior:

5X+3y—15=0:>3y215—5)(:>y=15—;5)(-:>y:5—§x

% Lleva a cabo lo que se pide.

L. Respondan.

De la ecuacion general de una recta, ;cdmo obtenemos el valor de x del punto (x, y) que
es el punto de interseccion de la recta con el eje X?

De la ecuacion general de una recta, ;cémo obtenemos el valor de y del punto (x, y) que
es el punto de interseccion de la recta con el eje Y?

-

2. Enlasimagenes marca los puntos de interseccién de la recta con los ejes e indica el valor de
ayb.

5,

o

Y

PR




Dadas las ecuaciones de primer grado de dos variables, determina los valores ay b que
coriesponden con las intersecciones de la recta con los ejes Xy Y, respectivamente.

3 +2y=6 4x-3y=36 Tx+y=21
_X_yzl s 2X~7:7y 5_X+y:O

e

. Completa la tabla con la forma de la ecuacion correspondiente.

Xy
0= = —_—t =1
Y 3 4.5
Y
0= = -2 =1
Y 7 4

Ecuacién de la recta dados dos puntos (punto-punto)

Cuando tenemos dos puntos de la recta, para hallar su ecuacién se utiliza una férmula llamada
comunmente “forma punto-punto”, aunque ésta no es una forma de la ecuacion.
yZ_yl

(y—y,)===2=>(x=x,)
Xy =Xy

Hallaremos las formas de la ecuacién de la recta que pasa por los puntos (4, 5) y (-2, 2).

Identificando quién es x , quién x,, quién y, y quién y, sdlo basta sustituir en la formula y después
hacer las cuentas para hallar la forma general y la forma ordenada al origen.

x =4 X, =-2 Y, =5 y,=2

1 2

Sustituimos:



Eje: Lugares geométricos y sistemas
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Forma general. Partimos de la expresion anterior y hacemos las cuentas.

2 — 5 Y «,4,‘,.#“,“.,
_5 = X— |
_3 /,/-'/ o
(y——S):_(X_ ) /,/(/
_ - / » o o
3 e e
(y_s):__(x_ ) | |

3 12 e
(y=5)=—x-— sl
. 6 6 ‘// (-2,2)
6(y-5)=3x-12 7 1
6y-30=3x-12
X
_3X+6y_18:0 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 >
-X+2y-6=0

Forma ordenada al origen. De la expresién 6y~ | Forma sintética. De las formas anteriores
1 30=3x~12 despejamos y: obtenemos el valor de x, cuando y =0:
| 6y-30=3x-12 Xx=-6. Este valores a.
6y=3x-124+30 Y el valor de y cuando x=0:
6y=3x+18 y=3.Estevaloresb.
3x+18 De estos datos concluimos que la forma sintética
- y_lxi3 es L+i=1.
2

hAetividad ¢

¢ Responde lo que se pide.

1. Escribe laforma punto-punto de las rectas.

o

(0,3) (2,0)

(ST
oy

(~10,8.5) | (3.5,-4.5)

(1.5,9.2) (7.2,-5.5)

2. Delasformas punto-punto de la actividad anterior halla la forma general, la forma ordena-
da al origen y la forma sintética.



B s
Forma punts

Si conocemos la pendiente my un punto (x,, y,) de la recta entonces utilizamos la férmula también
conocida como forma punto-pendiente:

(y-y)=mlx-x).

Hallaremos las formas de la ecuacién de la recta que tiene pendiente 2/3 y pasa por el punto (6, 2).

Sustituimos los valores en la férmula:

2
-2==(x-6).
Y 3
Forma general. Sustituimos losvaloresenla  Forma ordenada al origen. Partimos de la
formula y obtenemos la formula general: sustitucion de los valores en la férmula:
2 2,
(y=2)="(x-6 (y~-2)="{x-6)
(y-2) 3( ) | y 3
2 12 2 12
(y-2)=2x-22 B e e
V=30 R
3y-2)=2x-12 y=2x-a12
3y—6=2x-12 3
3y-2x4+6=0 | y=2x2
3

Forma sintética. De las formas anteriores hallamos los puntos donde la recta interseca a los ¢jes:

Siy =0, entonces: Six =0, entonces:
3(0)-2x+6=0 2
y==-(0)-2
-2X=-6 3
x=3 y==2

Larecta interseca a los ejes en los puntos (3, 0) y (0, -2), asi la ecuacion sintética es %—%:l

4y : , V Recapitulando, las formas de las ecua-
ciones son:
X
-1 0 1 3 3 7 Forma general. —2x+3y+6=0

Forma ordenada al origen.

2
-1 [ —“x_2
: Y 3

Forma sintética. X Y
3 2

e




Eje: Lugares geométricos y sistemas
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« Responde [o que se pide.

1. Completa la tabla con la ecuacion en su forma punto-punto.

1 .
: 4,3
- 2,1
- 7,1

2. Delas formas punto-punto de la Actividad de aprendizaje 1 halla la forma general, la forma
ordenada al origen y la forma sintética.

Parametros que determinan unarecta

Para hallar la ecuacidn de una recta debemos conocer dos parametros: su pendiente y un punto

a5
Observa por qué estos parametros definen una Unica recta.
Una recta con pendiente m = 1/2 puede ser cualquiera de las rectas de la Figura 1. En total tenemos
infinitas rectas con pendiente igual a 1/2, por eso necesitamos saber un punto de la recta, con esa
informacion tomamos una de estas rectas.
Por ejemplo, si la recta pasa por el punto (-3, 1) entonces la recta en cuestién es la de la Figura 2.

[ . o
la- by 2 il ' a -

)

Figura 1 Figura2

Observa que la recta que tiene pendiente 1/2 y pasa por el punto (-3, 1) es Unica.




=g |

Lleva a cabo lo que se pide.

1. Pinta derojo larecta de la que se trata segln los parametros indicados.

= —_2 — — -
i m_3;A(3:4) m“_g :A( 5:4) - m—l,(4, 4) -
; 7 74 el
6 64 B
i 5 Aq,; - 5
' : 24
; .
1 ) b ' :
3 ! ~ 3 6 -4 -2 [© 2 4 & 8
2 ~ . 24 = =
1 1 —4 T
. X X
G191 2 3 4 s 6§ 78 8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 6 ot ~ =

Y

Para calcular la ecuacién de una recta necesitamos conocer dos cosas: la pendiente y un punto. Si
conocemos dos puntos de ella A(x,, y,) y B(x,, y,) a pendiente la calculamos con el cociente 2220

g ¢ ’ 2741
y conocemos dos puntos de la recta, asi que tenemos tods. Pero, jcomo lo hacemos?

Nota en la figura que si tomamos un punto cualquie-
ra P(x, y) dentro de la recta, los segmentos PA, BPy BA
f no cambian su inclinacion, por lo que su pendiente no
cambia. También nota que si ese punto P(x, y) no esta
L en la recta, el segmento que une a un punto de la recta
con él si cambia su inclinacion. Es decirquem,,=m, .

~ Calculamos las pendientes y las igualamos: -
) M=tV =2V YTV _Yamh
. X=Xy Xy=X; X=X, Xy=X; B

Luego multiplicamos por x - x, ambos lados y obtene-
mos la formula punto-punto:

yz_yl(

X=X,

(y-y)= X=Xp).

Nota que el cociente del lado derecho no es mas que la pendiente de la recta que pasa por los
puntos Ax,, y,) y B(x,, y,), asi que si como dato nos dan a la pendiente my un punto (x, y,), basta
sustituir ese cociente por my obtendremos la forma punto-pendiente.

-y )=mx-x).




Eje: Lugares geométricos y sistemas
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tos y segmentos destacados en la circunferencia

ia pagina 30 mencionamos que la circunferencia con centro en Clx,, y,) y con radio r = 0, com-
ndia todos los puntos (x, y) del plano cartesiano que se encontraban a distancia r del punto
5s destacado que tiene la circunferencia, su centro ClXp Yo)- Asimismo mostramos que la ecua-

=n algebraica que refleja este hecho estaba dada por:
(X=X + (Y -y )= 7

ra comenzaremos un estudio mds detallado de algunos rasgos geométricos de la circunfe-
cia. Para ello comenzaremos con algunas definiciones que utilizan lo que ya conocemos hasta
uf de recta. Por ejemplo, dada una circunferencia cualquiera y dos puntos A, B sobre ésta, la
erda AB es el Unico segmento de recta que los une. Si ademaés, esta cuerda pasa por el centro C
= la circunferencia diremos que se trata de un diametro. Finalmente, a cualquier segmento de

scta que une el centro con otro punto de la circunferencia lo llamaremos un radio.

Los puntos A, By D estan sobre la misma.

identifica los tres radios que éparecen en la imagen. ;Ves alguna(s)
cuerda(s) de la circunferencia?

Si el punto D esta sobre la recta BC (como en laimagen) ;entonces BD
f5rma un didmetro? ¢Cuanto mide el segmento BD?

Observa que, derivado de lo hiciste en el ejemplo ante-
rior, tendremos que cualquier radio medird exactamente
r, que la medida de cualquier diametro sera precisamen-
te 2r y que dos radios formaran un didmetro si, y sola-
mente si, se encuentran sobre la misma recta (en este
caso diremos que son colineales).

Dos radios (no colineales) de la misma circunferencia
determinan dos arcos de ésta. Un arco de circunferencia
es un segmento sobre la misma, delimitado por dos pun- ‘
tos en ella, mientras que nos referiremos como sector al
4rea delimitada por un arco de circunferencia y los dos i
radios sobre sus extremos.

Como vemos en la imagen de la derecha, tenemos (siguiendo el sentido de las manecillas del re-
loj) el arco EDy el arco DE; asi como los sectores EAD y DAE.
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Resuelve los problemas.

i.Lapendiende de la recta

normal a la recta
4x-2y=5es:
a. 4

h.2

c. -4

d.-2

. Lainterseccidn con el eje

Xdelarectay=4x-4es:
a. -4

b. 4

c.1

d.-1

. La ordenada al origen de

larecta2x-3y+6=0es:
a.~-6
b.-4

C.—-2
d. 1

Si conocemos la medida del angulo 8 {ya sea en grados o en radianes) entre los radios

que delimitan un arco (o un sector) de circunferencia de radio r, resulta facil obtener la
medida del mismo; Unicamente requerimos recordar la expresién para el perimetro (o
el area) del circulo y hacer una regla de tres como sigue:

Para la longitud M del arco, M es a 8 como el perimetro del circulo 2 zresa2 . De

modo que M= 6r.

Para el area A del sector, A es a 6 como el area del circulo 7/ es a 2 x. Es decir,

A=06r/2.

Recordemos que una vuelta completa de la circunferencia mide 2 7t radianes.

Escribe en tu cuaderno las respuestas a las preguntas.
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En la figura de la izquierda tenemos
la circunferenciade radio r,= 4y cen-
tro en C(5, 5) (;cual es su ecuacién?)
Hemos trazado la recta tangente a
ésta en D(9, 5) y prolongado la cuer-
da que pasa por B(1, 5) y E(5, 9) hasta
que interseque a la tangente en A.
iObservas alguna otra cuerda o al-
gun didmetro?

.Convéncete, utilizando la distancia

entre puntos, que la distancia entre
By E es la misma que fa que hay en-
tre Dy E, asi como entre los puntos
Ey A. De esta manera, si trazaramos
una circunferencia con centro en £(5,
9) y radio r, = dist(B, E) ;cudl seria
la ecuacion de esta circunferencia?
;Pasaria por el punto D? ;Por el pun-
to A? Observa que puedes responder
a estas preguntas mediante la defini-
cion de circunferencia o directamen-
te con la ecuacion que obtuviste.

Identifica las cuerdas y los didmetros
de la circunferencia del inciso ante-
rior y que aparecen en laimagen.

4. Sitomamos ahora como centro a D(9, 5) y por radio r, = 8 ;qué circunferencia
obtenemos? ;Cudl es su ecuacién? ;Pasa por A? ;Cudles son sus radios? ;Esta
presente en la imagen alguna cuerda de esta circunferencia?

5. ;Cudl es la medida del arco DE, en sentido contrario a las manecitlas det reloj?
En este mismo sentido ;cuanto mide el sector delimitado por los radios CBy CE?

foacait s
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La ecuacion general de segundo grado en dos variables (x, y) es una expresién de la
forma:

Ax*+Bxy+Cy2+Dx+Ey+F=0, .. (1)
donde los coeficientes A, B, C, D, E'y F son nimeros reales. Como puedes apreciar, tiene
una parte cuadratica (Ax? + Bxy + Cy?) y una parte lineal (Dx + Ey + F). Uno de los resulta-
dos que iremos construyendo a lo largo del libro, consiste en reconocer el tipo de lugar
geométrico que representa una ecuacidn de este tipo: ;es una linea recta o una circun-

ferencia? ;Podria representar una elipse o una parabola o una hipérbola? De este modo,
si partimos de la ecuacién canénica de la circunferencia:

=X+ y-y,)r=r,

desarrollando cada uno de los binomios que aparecen en el lado izquierdo de la ecua-
cién obtendremos la expresién:

XAy =2 X =2y y+xP+y-r=0, .. (2)

trata de una circunferencia o no. Para empezar, ;puedes identificar las semejanzas y las
diferencias entre las expresiones (1) y (2)?

Observemos inmediatamente que, de acuerdo con la ecuacién (1), los coeficientes son

;Representa la ecuacién general de segundo grado:
A+ 42 -4x+6y-3%=0, .. (3)

una circunferencia? En caso afirmativo ;cudles son su centro y su radio? En caso contra-
rio ;qué es lo que falla?

Para abordar este problema, debemos tratar de completar los cuadrados para la parte
en xy para la parte en y en (3) como sigue:

4x2—4x= ()2 -2(2x) +1-1=(2x- 1)>- 1.

4y?+ 6y = (2y)* + 2(2y)(3/2) + (3/2)* - (3/2)*= (2y + 3/2)* - 9/4.

1.

N

(5, 4) es:
Esta se conoce como ecuacion general de la circunferencia con centro en (x, v, y radio a.25
r20. En el presente apartado veremos cdmo pasar de un tipo de expresion a la otra 'y b.3.5
reconocer, a partir de una ecuacion general de segundo grado en dos variables, si se .5

d.7

pendiente:
A=C=1,B=0,D=-2x,E=-2y, F=x2+y ~r’.Veremos en los ejemplos siguientes como 2.3/4
interpretar estas ecuaciones. b.1/2

c.2/3

d.4/5

La pendiende del segmeh-

. La distancia del pun-

. Elangulo de inclinacién

to que une a los puntos
(1,1)y(2,3)es:

a.l

b.2

c.3

d.4

to medio a cualguier
extremo del semgento
compuestc por {1,1)y

36.87° corresponde
aproximadamente a la
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De esta manera, si tenemos las operaciones anteriores en cuenta, podemos reescribir (3) como:

(2x- 12+ (2y +3/2)2-4=0. .. (4)

36x2+36y°+ 24x - 36y -311=0

4x°+4y?+8x -4y -11=0
8x+8y2+4x-8y+5=0

8x2+8y?-12x+4y+5=0

Sin embargo, (4) todavia no es la ecuacidn candnica de una circunferencia: el coeficiente de las
variables x, y no es 1. Debemos factorizar el 2 que aparece en cada uno de los cuadrados:

(20x = V2))2 + (2(y+ %)) -4=0.
De modo que, tomando en cuenta que toda la expresion anterior esta multiplicada por 2°= 4,

obtenemos (x - 14)?+ (y + %)? = 1. Esta es la ecuacion canonica de la circunferencia con centro en
(Vh, - %) y radio 1: Es lo mismo que representa la ecuacion (3) anterior.

Di si las siguientes ecuaciones cuadraticas representan una circunferencia o no. En caso afir-
mativo, di cuales son su centro y su radio. En caso contrario, di qué falla.

¥

X +4y -2 +4y=0
4, xX2+yP-2x=0

5, X-y*-2x-2y-1=0
8. xX2-12x+4y+36=0

En el capitulo anterior vimos coémo definir geométricamen-
te la parabola: esta curva es la que describe un punto (B)
que, en todo momento, esta a la misma distancia de una
recta fija d (llamada directriz) y de un punto fijo F (conocido
como foco).

Sin embargo, cualquier parabola posee otros puntos y seg-
mentos notables que nos ayudan a comprender mejor por
qué su trazo tiene esta formay cudl es la expresion algebrai-
ca que la representa. Por ejemplo, a la perpendicular a la
directriz que pasa por el foco se le conoce como eje focal
(), al punto de interseccién de éste con la pardbola se le
llama vértice (V). Finalmente, el segmento perpendicular

al eje focal que pasa por el foco y cuyos extremos se encuentran sobre la curva es el lado recto.

A continuacién, queremos obtener la ecuacion candnica de la parabola; sin embargo, para no nau-
fragar en un océano de célculos algebraicos, lo haremos para la situacion particular en que la
directriz es paralela a uno de los ejes coordenados: supdngase, en este caso, que d es paralela al
eje Y. Por lo tanto su ecuacion es x = k, (consta nte).

i
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De este modo, sielfocoes F=(x,, y,) y B=(x,y) es un punto arbitrario sobre la parabola, ladistancia
entre By d estara dada por la abscisa de B menos el valor de x por el que pasa la directriz:

dist(B,d)=|x-k,|.

Por otro lado, dist(B, F) = \/(x—xo)2+(y—y0)2 .lgualando ambas expresiones, elevandolas al cua-
drado (para deshacernos de la raiz cuadrada) y simplificando, se obtendra:

-y =20, -k)x+k?-x’ .. (5)

Esta ecuacién representa a la parabola con foco F = (x, y,) y directriz x = k.. Como se aprecia en
ella, las coordenadas de Fy la abscisa por la que pasa la directriz aparecen en los coeficientes de
la ecuacidn; sin embargo para afirmar, por ejemplo, si la parabola abre hacia la derecha o hacia la
izquierda, debemos conocer la posicion del foco con respecto a la directriz.

Como d es paralela al eje Y, el eje focal serd paralelo al eje X y, dado que contiene al foco, su ecua-
ciénserdy =y, . Asimismo, dado que el vértice Ves el (inico punto de interseccién entre la parabola
y el eje focal, para conocer su abscisa (su ordenada es la misma que define al eje focal) bastara con
sustituiry =y en (5) y despejar x:

x=x2-k2[2x,~k)=x,+k)/2,

es decir, V=((x, +k)/2,y,). Si obtenemos la distancia entre Vy F (la cual se conoce como distancia
focal y se denota por p) obtendremos que p = (x, - k )/2. Esto también muestra que, como espera-
bamos, el vértice V estd en medio del foco (F) y la directriz (d).

Lo ultimo que verificaremos es que la longitud del lado
recto es igual a 4p. Para esto necesitamos saber cua-
les son los puntos sobre la parabola que lo delimitan: I
como estan justamente por arriba del foco, basta con
insertar su abscisa x, en (5) y encontrar las ordenadas
de los puntos buscados: s

Flxgy,)

yEy,t g =k),y=y,~ (X, - k).

Como afirmamos, la distancia entre estos puntos (que
tienen la misma abscisa) es 2(x - k) =4p. Sin embargo,
este ultimo hecho es verdadero para todas las parabo-
las: el lado recto mide 4 veces la distancia focal.

Aetividad

4 Contesta lo que se te pide en cada caso con base en lo visto en esta seccion.

1. Escribe la ecuacién de la parabola cuando d es paralela al eje X (por lo tanto su ecuacién
seray=k) yelfocoes F=(x,y,).
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5 Eneltexto se menciond que, cuando la directrizes paratela alejeY, parasabersila parabola
abre hacia laderechaoala izquierda “debemos conocer la posicion del foco con respectoa
\a directriz”, es decir, six; <K,0 bien x,> K- ;Cémo se reflejara este hechoen la ecuacion (5)
de la parabola? ;Hacia dénde abre la parabola en cada caso?

+ Haciendo uso de los dos incisos anteriores, formula un criterio para saber cuéndo la para-
bola abre hacia arriba o hacia abajo cuando la directriz es paralela al eje X.

Da la ecuacién de la parabolay escribe cuanto mide el lado recto correspondiente en cada
caso:

Ladirectrizesx=0yF=(3,0). _ -
Ladirectrizesx=-1yV=(1,2). [
v=(4,-1)yF=(2,-1)

La directrizesy=-2y F=(-1, )

En una hoja (o mas) de papel milimétrico registra todas tus respuestas a la siguiente activi-
dad. Después guardalaen tu portafolio de evidencias.

Para esta actividad necesitaras una tabla, papel periodi-
co, cinta adhesiva, tres canicas y pintura de aguao tinta
china de colores. Tendras que fijar con cinta adhesiva el
papel periddico debajo de latablay elevar ésta para for-
mar una rampa, colocando libros o tabiques en la parte
de atras para sostenerla en posicion. Trata de no incli-
narla demasiado para que las canicas al rodar cuesta
abajo no tomen mucha velocidad.

Fija tus hojas de papel milimétrico sobre la tabla usando la cinta adhesiva. Vierte un poco de
pintura o de tinta enuna de las tapas de los recipientesy asegurate que cada una de las canicas
quede completamente cubierta. Arrojala en diagonal y cuesta arriba sin volver a tocarla hasta
que salga del papel milimétrico. Puedes tirar las tres canicas sobre la misma hoja o utilizar una
hoja para cada tiro.

;Puedes identificar de qué curva se trata? ;Es una recta? ;O una circunferencia? (Una elipse
o una parabola o una hipérbola? Si retiramos los objetos que inclinan la tabla y repetimos la
experiencia iqué curva obtendriamos? ;En qué se asemejanyen quése diferencian las trayec-
torias descritas por las canicas en los dos experimentos?

i
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Dado que en este libro Gnicamente nos interesaran las parabolas cuya directriz es paraleiz 2 aigu
no de los ejes coordenados, la ecuacién candnica de dichas curvas sélo puede tomar una de las
dos siguientes formas:

(v -y )*=2(x, - k)x+k~x? siladirectrizesx=k;;
(x=x)?=2(y,—k)y+k?-y2 siladirectrizesy =k,

Si desarrollamos cada una de estas ecuaciones e igualamos respectivamente las expresiones con
cero obtendremos:

V=20, kX =2y y+x 2yt -k =0,
X2=2xx =20y, -k )y +x2+y -k =0.

Cada una de estas expresiones se conoce como la ecuacion general de la parabola para el caso en
que ladirectrizesx=k_ (o bieny=k ). Naturalmente, si la directriz fuera una recta que no es para-
lela a ninguno de los ejes coordenados su ecuacion seria mas compleja.

Si comparamos la primera de estas expresiones con la ecuacion general de segundo grado en dos
variables (Ax*+ Bxy + Cy*+ Dx+ Ey+ F=0) veremos que A=B=0,C=1,D=-2(x, - k ), E= ‘2)/0,"::)(02
+y,2 - k2. Lo anterior nos permite observar varias cosas:

Sélo esta presente uno de los términos cuadraticos.

Elvalor absoluto del coeficiente de x es la medida del {ado recto.

Como todos los términos estan del mismo lado de laigualdad, -D nos indica el lado hacia el que
abre la parabola: Si -D < 0 entonces la parabola abre hacia la izquierda; mientras que, si -D >0,
entonces la parabola abre hacia la derecha.

~E/2 es la ordenada del foco.

Las afirmaciones analogas para la segunda ecuacion son igualmente validas para el caso de las
parabolas cuya directriz es paralela al eje X.

A diferencia de lo que hicimos en la pagina 69 con la ecuacion general de la circunferencia, la
estrategia en el caso de la pardbola es mucho mas sencilla: basta con completar el trinomio cua-
drado perfecto de la variable que si aparece elevada al cuadrado y llevar los términos restantes al
otro lado de la igualdad (teniendo cuidado con los signos).

(Representa la ecuacidén x> + 2x - 6y - 2 = 0 una parabola? En caso afirmativo ;jcuales son sufocoy
su directriz? ;Hacia donde abre ta curva? Determinémoslo.




X+2x+1-6y-2=1,

de aqui se tiene que los tres primeros sumandos son un trinomio cuadrado perfecto. Por lo tanto,
podemos escribir (x + 1)* = 6y + 3. En consecuencia x, = - 1, mientras que y, - k, =3, k> - y,*= 3. De
la primera de estas expresiones inferimos que y, >k, por lo que la parabola abre hacia arriba.

Para saber cudl es la ordenada del foco y ta ecuacion de la directriz escribimos (por la primera de
las expresiones anteriores) y, = 3 + k. Elevando al cuadrado y sustituyendo en la otra ecuacion

obtenemos que k =~ 2;de modo que el foco es F=(-1, 1).

Di si las siguientes ecuaciones cuadraticas representan una parabola o no. En caso afirmati-
vo, di cuales son su foco y su directriz. En caso contrario, di qué falla.

L.y -8x-2y-7=0 2. X +y -2x+4y=0

3. -xy+4y’-4=0 4, xX*+2x+8y-23=0

Como sdlo aparece uno de los términos cuadraticos tenemos motivos para sospechar que se trata,
en efecto, de una parabola. Por lo tanto, procedemos algebraicamente. Para completar x>+ 2xa un
cuadrado perfecto debemos sumar 1 de ambos lados de la igualdad:

La elipse fue definida geométricamente como la curva
descrita por un punto B = (x, y) tal que la suma de las dis-
tancias a dos puntos fijos £,y F, (llamados focos) es una
constante que denotaremos por 2a > 0. Si trazamos una
recta que una a los focos encontraremos dos vértices (V,

e e e : y V) y al segmento comprendido entre ellos lo llamare-
mos eje mayor o eje focal.

El punto medio (C) del eje mayor se conoce como centro.
Por esta razon la elipse, a diferencia de la parabola, se ca-
lifica (junto con la circunferencia y, como veremos mas
adelante, la hipérbola) como una cdnica “central”.

Al segmento perpendicular al eje mayor y que pasa por el centro se le conoce como eje menor.
Como puede apreciarse, los ejes de la elipse también son ejes de simetria de la misma.

Comenzaremos nuestra exploracion analitica de la elipse mostrando que la longitud del eje mayor
es precisamente 2¢: la constante que aparece en la definicién misma de la curva.

Para ver esto observa que la suma de las distancias de V, a F, y a F, es precisamente 2a. En esta

suma, dist(V , F) se ha contado dos veces:

20 =dist(V,, F)) +dist(V, F,) = dist{V , F) + dist(V, F)) + dist(F , F,).

F¥i
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Exactamente lo mismo podemos decirde V,: 2a =2dist(F,, V,) + dist(F , F,). De modo que igualando
estas expresiones entre si, obtenemos que dist(V,, F ) = dist(V,, F,). Si sustituimos esto en cualquie-
ra de las igualdades anteriores se observa que 2a =dist(V , F)) + dist(V,, F,) + dist(F , F,) = dist(V,, V),
como se afirmaba.

Si denotamos ahora por 2b a la longitud del eje menor y por 2¢ a la distancia entre los focos, el
teorema de Pitdgoras nos permite concluir que @ = b? + ¢?, es decir, si conocemos la constante que
define a la elipse y uno de los datos, ya sea la longitud del eje menor o la distancia entre los focos,
automaticamente conocemos el dato faltante. En este curso Unicamente nos interesaran aquellas
elipses cuyo eje mayor es paralelo al eje de las abscisas o bien al eje de las ordenadas. En el primer
caso a la elipse se le llamara horizontal y en el segundo caso, vertical.

Al cociente de la distancia del centro a cualquiera de los focos entre la distancia del centro a cual-
quiera de los vértices lo denotaremos por la letra e y lo llamaremos la excentricidad de la elipse.
La excentricidad mide qué tanto se desvia la elipse de ser una circunferencia (;qué ocurre cuando
c=07?) y qué tan “aplanada” puede ser (; puede suceder que a = ¢?) Este es un nimero real e = c/a
que satisface0se<1.

A continuacién encontraremos la ecuacién de una elipse horizontal con centro en el origen, focos
F,=(-c,0),F,=(c, 0) y constante 2a. Por definicién tendremos:

\/(x+c)2+y2 +\/(X—C)2+y2 =2q.

Lo cual puede reescribirse como \/{x~c)?+y* =2a-+/(x+c)*+y* . Si elevamos ambos lados al
cuadradoy reducimos los términos semejantes de modo que la raiz restante quede sola de algln
{ado de laigualdad, entonces podremos escribir:

o +at=ay(x+c) +y?

Elevando unavez mas al cuadrado ambos lados de la igualdad, desarrollando todos los binomios
al cuadrado resultantes y reduciendo términos semejantes tendremos:

a* - a’c* = a’x* - ¢ + 0%2, 0 de modo equivalente, a*b? = b2x* + a%y’,

donde hemos usado la relacion entre los ejes y la distancia entre los focos, a*+ b?= ¢. Dividiendo
esta Ultima expresién entre ab?, obtenemos la ecuacién candnica de la ecuacién de la elipse con
centro en el origen y focos en (xc, 0):

X2 y2

—2+~‘-2‘=l .

a b
Cuando y = 0 se tiene que x = za, de modo que los vértices tienen coordenadas V, = (-g, 0), V, = (q,
0) lo cual muestra, una vez mas, que la longitud del eje mayor es precisamente 2a.

Un razonamiento analogo nos permite establecer que la elipse vertical, con centro en el origen,
focosen F = (0, ¢), F,= (0, -c) y constante 2a, tiene ecuacién candnica:

X2+y2_l
pat
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Realiza en tu cuaderno lo que se te pide en cada caso con base en lo visto en esta seccién.

1. Sienvez de colocar el centro de la elipse horizontal en C = (0, 0) lo pensamos ubicado en
otro punto cualquiera C = (x,, y,) entonces los focos se ubicaran en Fo= -6y, =+
¢, ¥,)- Repite todo el argumento y las cuentas anteriores para convencerte de que, en este
caso, la ecuacién candnica que la representa es:

(x=x0)*  (y=yo)*
02 b2
2. Sienvezde colocarel centro de la elipse vertical en C = (0, 0) lo pensamos ubicado en otro
punto cualquiera C = (x,, ¥,) entonces los focos se ubicaranen F, = (x , y, +¢), F, =X, Y,~ 0.
Repite la argumentacion y las cuentas anteriores para convencerte de que, en este caso, la
ecuacién candnica que la representa es:

(=) =y
b a?
;Cuadl es la ecuacion de la elipse con centro en el origen, que tiene uno de sus vértices en
V=(5,0) yuno de sus focos en F= (- 4,0)? ;Cual es su excentricidad?

=1.

tad

Responde verdadero o falso a las siguientes afirmaciones:

La constante 2a puede ser estrictamente menor que la distancia entre los focos 2c¢.

Sia=c, entonces la elipse es el segmento de recta que une los focos.

Llevaremos a cabo el procedimiento algebraico de las secciones anteriores donde desarrollamos
la ecuacion candnica de la curva en cuestion y la comparamos con la ecuacién general de segun-
do grado en dos variables. Para esto considérese la ecuacion candnica de la elipse horizontal con
centroen C={x,,y,), focosen F = (x,- ¢, y,), F,= (x, + ¢, y,) y constante 2q:

it

i

(x=x0)*  (y=y,)
020 + b20

-
&

=1.

Si multiplicamos ambos lados de la igualdad por a?b?, simplificamos y desarrollamos los bino-
mios al cuadrado que aparecen en la misma, obtendremos:

bix* + a?y* - 2b%x x - 2a%y y + bx P+ a’y 2 - a*b* = 0.

Deseamos efectuar ahora nuestra consabida comparacion con Ax? + Bxy + Cy* + Dx + Ey + F= 0;
sin embargo antes de iniciar debemos observar algo: los coeficientes A, C tienen el mismo signo
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(ambos son positivos), pero distintos entre si'y también distintos de cero. El mayor de estos coe-
ficientes nos dira si a elipse es horizontal o vertical (las Unicas que nos interesaran aqui). Si C > A
entonces la elipse es horizontal y los coeficientes satisfacen las relaciones siguientes A = b2, B =0,
C=0a% D=-2b, E=-20%, F=bx?+ a’y,? - a*b* En caso contrario (C < A) serd vertical y A = 2,
B=0,C=b?% D=-2a%, E=-2b%,, F= ax 2 + b2 - a’b?.

ElcasoA=C,implicariaque b =a, de modo que c =0y la curva representada tendria que ser una
circunferencia de radio a> 0y centroen (x,, y,).

B = 0; sin embargo, en general, esto no es cierto para elipses rotadas (aquellas que no son hori-
zontales ni verticales). La ecuacion de este tipo de elipses es una ecuacién general de segundo
grado.

Podemos conocer el semieje mayor, a, el semieje menor, b, la excentricidad y las coordenadas
del centro de la elipse, C = (x,, y,), de los focos y de los vértices sin llevar la ecuacién general de
la elipse a su forma candnica: toda la informacién puede obtenerse a partir de los coeficientes.

(Representa la ecuacion 9x? + 25y? - 54x + 50y - 4y
119=0unaelipse? En caso afirmativo, jcudlessu 7
centroy cuales son las longitudes de ambos ejes? !
iDonde estan sus focosy sus vértices? ;Cudl es su ' ; ‘ X
excentricidad?

Dado que los términos cuadraticos son distintos 7
y ambos son positivos, la ecuacidn anterior es 3
efectivamente una elipse. Como 25 > 9, se trata % T S S B ;
de una elipse horizontal y, en este caso, tenemos : ‘
las relaciones: A= b?=9,C=¢g*=25,D= -2b%x
=-54, E=-20%,= 50, F = b’ + @’ - a’b? = - 119. Resolviendo estas ecuaciones con g, b, Xy ¥,

-5

como incognitas, descubriremos que a =5, b = 3, X, =3,y,=- 1. De lo anterior podemos obtener
c=va’-b’ =4, de modo que la excentricidad es 4/5. El centro estd en C = (3, -1) y el eje mayor

mide 10y el eje menor mide 6.

Dado que la elipse es horizontal y ¢ = 4, los focos tienen coordenadas (7, -1) y (-1, -1). Dado que
a=5, los vértices estanen (8, -1)y (-2, -1).

Realiza los que se te pide

1. Dalaecuacion candnica de la elipse del ejemplo anterior.

2. Disilassiguientes ecuaciones cuadraticas representan o no una elipse. En caso afirmativo,
di si es horizontal o vertical, cuales son su centro, sus focos y su excentricidad. En caso
contrario, di qué falla.

4x? - 24y* - 6x+ 96y - 8 =0.




49 +36y% + 98x - 1715=0.

9x?-6x+y-8=0.

X +4y2+4x-8y~12=0.

3. Haz en tu cuaderno un esbozo de las elipses que encontraste en el ejemplo anterior, indi-
cando cual es el eje mayor, cudl el eje menor y los vértices de la elipse.

La hipérbola fue definida geométricamente como el conjuntos de
puntos B = (x, y) tales que el valor absoluto de la diferencia de sus
distancias a dos puntos fijos £, y F, (llamados focos) es constante
(que denotaremos, analogamente al caso de la elipse, por 2a >
0). Es decir, B estara sobre la curva si |dist(B,F,) - dist(B, F,)| = 2a.

A la linea recta determinada por los focos la llamaremos eje
transverso (o eje focal) y, como recordaras del parcial an-
terior, a las intersecciones de éste con la curva las llamamos
vértices.

Aligual que la elipse, la hipérbola con focos en F, y £, y cons-
tante 2a es una curva que tiene centro (el punto medio del segmento que une los vértices). Sin
embargo, a diferencia de la elipse, no podemos hablar de un eje “menor”, por lo que nos referire-
mos a la recta perpendicular al eje transverso que pasa por el centro como eje conjugado de la

hipérbola.

Otra diferencia con la elipse que hay que subrayar en el caso de la hipérbola es que ésta esta for-
mada por dos curvas a las que se les llama ramas de la hipérbola.

En este texto s6lo nos interesaran las hipérbolas horizontales (aquellas cuyo eje transverso es pa-
ralelo al eje X) o verticales (aquellas cuyo eje transverso es paralelo al eje Y). Dado que ya sabemos

de nuestra construccion geométrica de la hipérbola que dist(F, V) = dist(F,, V,) y que dist(V,, V,) =
2a, para una hipérbola con centro en el origen, los vértices tendran coordenadas (%a, 0).

Si escribimos en este caso (*c¢, 0) para los focos, la definiciéon geométrica de la hipérbola equival-
dré (por la presencia del valor absoluto) a las dos ecuaciones:

—
\/(X+c)2+y2—\/(7x—c)2+y2:20
\ﬂx+c)2+y2—\/(7(—c)2+y2:—20

Del mismo modo que lo hicimos para la elipse, podemos reescribir estas ecuaciones como

\/(7+c)2+y2 :\[(X—c)eryz +20, \/(:+c)2+y2 :\/(7)(_5)24-)/2 -2a , respectivamente. Elevando al
cuadrado ambas expresiones, desarrollando los cuadradosy simplificando los términos semejan-

tes llegaremos a la expresion siguiente:

Acx —4a” =+aay](x=c )P +y?



Si elevamos nuevamente al cuadrado ambos lados de la igualdad el signo es redundanie ¥ obie-
nemos la expresion: 16¢»2 + 160* = 16022 + 160°c? + 1602~

Si cancelamos de ambos lados el 16, llevando todos los términos con incdégnitas al lado izquierdo
de laigualdad y los términos constantes al lado derecho de la misma, obtendremos:

(- a2 - a¥y?=a?(c? - a?).

Esta expresidn esta muy cerca de lo que queremos llamar la ecuacion candnica de la hipérbola con
centro en el origen, focos en (¢, 0) y constante 2a. Dado que por construccion se tiene que ¢ > a,
la diferencia ¢? - ¢*> 0. De modo que, si definimos b= ¢? - %, entonces podremos escribir la ecua-
cién anterior como:

2

2
-#:1.
Si trazamos la circunferencia con radio ¢ > 0y centro en
el origen, por el teorema de Pitagoras y nuestra defini-
cion de b?, vemos que el segmento perpendicular al eje
transverso que se levanta desde el vértice define una

cuerda que mide exactamente 2b.

Qwi >

En consecuencia, las rectas que pasan por el centro de la
hipérbola (en este caso el origen) y que aparecen como
diagonales del cuadrildtero inscrito en la circunferencia
anterior tienen ecuaciones:

y==(b/a) x.

A estas rectas se les conoce como asintotas de [a hipérbola: conforme el valor de x aumenta (en
larama derecha) o decrece (en la rama izquierda) sin cota, la rama correspondiente se pega a las

asintotas sin tocarlas. Para ver esto despéjese y en la ecuacion de la hipérbola: y=+b ?—l y
factoricese x*/a? de la raiz cuadrada:

2

—+b
y=toxy1-

> IQ

Conforme x toma valores cada vez mayores (si estamos en la rama derecha, por ejemplo), el co-
ciente a?/x*se hace cada vez menory la expresidn 1 - a?/x*se acerca cada vez mas a 1. Si continua-
mos indefinidamente este proceso (no debe olvidarse que estamos trabajando con la expresion
de la hipérbola) la ecuacidn se parece cada vez més a y = +(b/a)x, que son precisamente las ecua-
ciones de las asintotas.

H

¢ Realiza en tu cuaderno lo que se te pide en cada caso con base en lo visto en esta seccion.

1. ;Cudles laecuacidn de la hipérbola con centro en el origen, que tiene uno de sus focos en
F=(5,0)y uno de sus vértices en V= (-4, 0)? ;Cuales son sus asintotas?




fadk

Repite el argumento de esta seccidn para convencerte que la ecuacion de la hipérbola ver-

. . 2 2 .
tical con centro en el origen, focos en (0, tc) y constante 2a >0 es y—z—igzl .(Cualesson las
a
ecuaciones de sus asintotas? Compara de manera respetuosay cortés tu razonamiento y el
de tus compafieros.
3. Razonando de manera analoga a lo que hicimos para el caso de la elipse, establece que la
ecuacién de la hipérbola horizontal con centro en un punto arbitrario del plano y distinto
(xxe)  (y-ye)
2 2

al origen, C=(x,, y,), focosen (x, £ ¢, y,) y constante 2a >0 es ———b—:l. ;Cuales son
a

las ecuaciones de las asintotas en este caso? Compara de manera respetuosa y cortés tu
razonamiento y el de tus compafieros.

4. Razonando de manera analoga a lo que hicimos para el caso de la elipse, establece que la
ecuacion de la hipérbola horizontal con centro en un punto arbitrario del plano y distinto

2 2
al origen, C=(x,, y,), focosen (x, y, + c) y constante 2a > 0 es %—%:1. ;Cudles son

las ecuaciones de las asintotas en este caso? Compara de manera respetuosa y cortés tu
razonamiento y el de tus comparieros.

Retomaremos nuevamente el procedimiento algebraico de las secciones anteriores donde desa-
rrollamos la ecuacién candnica de la curva en cuestidon y terminamos comparandola con la ecua-
cién general de segundo grado en dos variables. Para esto, consideraremos la ecuacion de la hi-
pérbola horizontal con centroen C = (x,, y,), focos en (x, £ ¢, y,) y constante 2a > 0:

=x)" =yl |

a’ b
Multiplicando ambos lados de la igualdad por a?b?, desarrollando ambos binomios al cuadrado,
distribuyendo y escribiendo los términos en orden obtendremos:

bx - a*y? - 2b’x x + 2%y y + b ? - a’y 7 - a*b? = 0.

Nuevamente observamos varias cosas que nos ayudaran a caracterizar si una ecuacion Ax? + Bxy +
Cy?+ Dx + Ey + F= 0 se trata de una hipérbola (horizontal) o no. Analicemos mas de cerca las rela-
ciones entre los coeficientes A= b?, B=0, C=-a?, D=-2b%, E=20a%,, F= b’} -a’y ' - a’b.

Los coeficientes de la parte cuadratica, Ay C, son ambos distintos de cero (no necesariamente
distintos entre si) y tienen signos contrarios.

El coeficiente del término mixto B =0. Esto no es cierto para hipérbolas en general que aparecen
rotadas. El ejemplo mas sencillo es la hipérbola cuya ecuacidn es xy = 1.

El término cuadratico con el signo negativo (en este caso -a??) nos indica que la hipérbola es
horizontal. En el caso de una hipérbola vertical tendriamos -a%x*; de modo que el signo nos
ayuda a saber en estos casos si la hipérbola es horizontal o vertical.

En el caso de una hipérbola vertical tendremos A= -a?, B=0, C=b? D =2a’x, E=-2b% , F=-
a’x}+ by -a’bh
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5, Aligual que con laelipse, podemos obtener toda la informacién de la hipérbola con sélo conocer
los coeficientes y las relaciones anteriores, sin tener que llevar la ecuacién a su forma candnica.

Ejemplo

La ecuacién -4x>+ y* - 16x+ 2y -19=0 ;representa una hipérbola? En caso afirmativo, jes hori-
zontal o vertical? ;Cuéles son su centro, sus vértices y sus focos? A partir de tu respuesta a estas
preguntas, escribe la ecuacién candnica que representa a la misma hipérbola y da las ecuaciones
de sus asintotas.

Como indica el punto 3, primero debemos identificar si la hipérbola es horizontal o vertical y para
ello debemos observar cual término cuadrdtico es negativo. Al serlo x2 podemos afirmar que la
hipérbola es verticaly en consecuencia: A=-a*=~4,B=0,C=b?*=1,D=20a°%,=-16,E= -2b% =2,
F=-ax?+b%* - a’b?=-19,

Debemos tomar a, b, x,, ¥, cOmo incégnitas e ir resolviendo las ecuaciones anteriores (sabiendo

que, por ejemplo, a y b son mayores que cero). Deestemodoa=2,b=1,x,=-2,¥,= -1. Por lo
tanto c=\]a2+b2 =45, el centroes C=(-2,-1), los vértices estdnen (-2, 1)y (-2, -3) y los focos en
(—2,—1i\/§) . Finalmente la ecuacidn candnica es:

41 (427

4 1

Las asintotas, como ya vimos en la seccién anterior, tienen ecuaciones y + 1 =22(x +2). Simplifican-
do tendremos y=2x+3,y=~-2x-5.

Actividad ¢

¢ Realiza lo que se te pide en cada caso con base en lo visto en esta seccion.

i

1. Estudiala ecuacién 16x? - 9y? - 128x+ 18y +103=0. Disi se trata deuna hipérbola horizontal
o vertical, cuales son su centro, sus vértices, sus focosy sus asintotas. Posteriormente dasu
ecuacién candnica.

Estudia la ecuacion -25x2 + 144y? - 864y ~2304 = 0. Di si se trata de una hipérbola horizontal
o vertical, cuéles son su centro, sus vértices, sus focos y sus asintotas. Posteriormente da su
ecuacién candnica.

Unidades métricas

La forma de medir distancias es un problema
mateméatico que se ha resuelto desde distintas
perspectivas y definiendo distintas métricas, nombre
que reciben las funciones distancia asociadas a un
conjunto que cumple ciertas caracteristicas.

En la imagen puedes activar mediante la aplicacion
algunos ejemplos de métricas.




La mediatriz de un seg-
mento es la recta perpendi-
cular que pasa por el punto
medio del segmento.

Asi como para la recta necesitamos la pendiente y un punto, para la circunferencia tam-
bién es indispensable conocer dos parametros: el radio y el centro. El objetivo en este
capitulo es aprender a encontrar estos pardmetros en la informacion que se nos propor-
ciona.

Silainformacién que tenemos son tres puntos de la circunferencia (izquierda) debemos
aplicar el teorema de la geometria euclidiana que garantiza que para todo triangulo
existe una circunferencia que contiene a sus vértices, y su centro es la interseccion de
sus mediatrices (derecha).

A 3

Y Y

Una vez teniendo el centro, hallar el radio es equivalente a calcular la distancia del cen-
tro a cualquiera de los tres puntos. Ustedes conoceran el camino a través de la actividad
de aprendizaje.
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Betiviclad

§
4 Respondan las preguntas y sigan los pasos para hallar la ecuacidn de la circunfe-
rencia que pasa por los puntos A(5, 2), B(3, -4) y C(-5, 4).

1. Tracen en el plano cartesiano las rectas que pasan porAy B, porBy CyporAyC.

2. Calculen las pendientes de las tres rectas trazadas.

t Mug = Mge = Myc =

3. Hallen las ecuaciones de las rectas.

5. Tracen las rectas perpendiculares que pasan por los puntos medios. Usen su es-
cuadra.

6. Respondan: ;Qué propiedad cumplen las pendientes de dos rectas perpendicu-
lares? Si no lo recuerdan busquen en su libro.

7. Hallen las pendientes de las rectas perpendiculares a las rectas iniciales.




8. Hallen las ecuaciones de las rectas perpendiculares y completen la tabla.

9. Elijan dos de ellasy resuelvan el sistema de ecuaciones que forman. ;Qué obtienen al resol-
ver el sistema de ecuaciones?

10. Calculen la distancia del punto que encontraron en la actividad anterior, pintenlo en el pla-
noy lldmente D, a cualquierade A, Bo C.

1. Calculen la ecuacion de la circunferencia que pasa por los tres puntos A, By C.

12. Dibujen la circunferencia que contiene a los puntos A, By C.

Marquen tres puntos no colineales en el si- Hallen las ecuaciones de las circunferen-

guiente plano cartesiano y repitan los pa- cias que pasan por los puntos sefialados.

sos anteriores para hallar la ecuacidn de fa

circunferencia que los contiene.
o
i 6

(4; —8)
(-4,-4)
m.7 26 (71

)
(2,4 (-6,2)  (-8,6)

)

)

Otra situacién que se puede presentar es conocer la ecuacion de una tangente a la circunferencia,
el punto de tangencia Ay otro punto de la circunferencia B.

Eneste caso, el “truco” esta en recordar que el radio que pasa por el punto de tangencia es perpen-
dicular a la recta tangente. Esto es necesario para encontrar la ecuacion de la recta que contiene
a dicho radio. Después, se procede de una manera parecida a cuando se tienen tres puntos, pues
habré que hallar la ecuacién de la perpendicular a la recta que pasa por Ay B y resolver el sistema
de ecuaciones para hallar el centro.

Una vez que se conoce el centro, el radio se calcula con la distancia entre dos puntos: el centro y A
0 B, el que se prefiera. Practica el método con la siguiente actividad.
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4 Sigan los pasos, respondan las preguntasy grafiquen lo que se pide para hallar la ecuacion
de la circunferencia que es tangente a larecta4x+3y-42=0en el punto A{6, 6) y pasa por
el punto B(-1, 7).

1.

;Cudl es la pendiente de cualquier recta perpendi- %,
culara4dx+3y-42=07 Ll l A
B(-1,7) 4x+—3y~42:0\
A6,6)

;Cuél es la ecuacién de la recta perpendicular a 4x 5 \_
+3y-42=0y que pasa por B(-1,7)? 4
En el plano cartesiano grafiquen la recta perpendi- 1
cularalarecta 4x+ 3y -42=0. Utilicen suescuadra.  +———r - ; X

AU N NS U YU TN TS NN SN (OO SO
Tracen en el plano anterior la recta que pasa por ' A T
AyB.
Hallen el punto medio del segmento ABy grafiquenlo.

Hallen la ecuacién de la mediatriz del segmento AB.

Resuelvan el sistema de ecuaciones formado por la recta perpendicular a 4x+3y -42=0y
la ecuacién de la mediatriz del segmento AB.

Hallen el radio de la circunferencia (tomen de referencia la solucién anterior y el punto B).

Calculen la ecuacién de la circunferencia. Consideren que su radio es perpendicular a
4x+3y=42.

4 Calculen la ecuacion de cada circunferencia.

(5,6) (0,5) 2x+3y=28
(7,6) (10, 3) y=6
(-2,3) (-1,-2) -3x+2y=12
(-4,0) (-3,-5) 3x+2y=12
(-3,-4) (~1,-6) 3x+y+13=0

(-2,-5) (3,-6) | 3x+2y+16=0




La historia de la elipse, la parabola y la hipérbola (a las
que llamaremos secciones cénicas por razones que se-
ran evidentes mas adelante) es casi tan antigua como la
geometria misma. Al igual que ésta, las primeras eviden-
cias escritas de su desarrollo se remontan a la Antigua
Grecia,enels.llla.n.e.

Euclides (ca. 330 a. n. e. - ca. 265 a. n. e.), autor del primer
tratado, titulado Elementos, donde se exponia de manera
sistematica mucho del conocimiento geométrico de su
época, escribio (junto con su contemporaneo, Aristeo) un
libro llamado Elementos de cénicas. Sin embargo, lo Gnico
que se conserva de dicho tratado son apenas unas cuan-
tas proposiciones que registré Arquimedes (ca. 287 a. n.
e.-212a.n. e en las primeras paginas de su libro Sobre
la esfera y el cilindro.

El primer escrito que se conserva casi en su totalidad se le debe al matematico griego Apolonio
de Perga (ca. 262 a. n.e. - ca. 190 a. n. e.). Su obra, titulada Cdnicas, constaba de 8 libros y ofrecia
un estudio comprensivo de las curvas que aqui hemos llamado elipse, parabola e hipérbola, asi
como de muchas de sus propiedades. Estos nombres, dicho sea de paso, fueron introducidos por
el propio Apolonio, y aluden a un problema geométrico de la antigliedad: la “aplicacién de areas”
por defecto, porigualdad y por exceso, respectivamente.

Para ver de qué trata esto con una notacién y lenguaje modernos, supbngase que tenemos un
segmento fijo de longitud 4p > 0 al que llamaremos base. Ahora sinos dan un cuadrado fijo de lado
a >0, entonces el drea de éste sera . El problema de aplicacion de esta area por igualdad sobre
la base consiste en averiguar qué longitud, b > 0, debe tener el lado de un recténgulo con base de
longitud 4p para que a® = 4p - b. Es decir, queremos que el area del cuadrado sea igual al area de
un rectangulo cuya base ha sido dada.

¥
W
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Siahora dejamos que el lado del cuadrado sea variable, por ejemplo x, asi como el lado del rectan-
gulo, por ejemplo y; pero mantenemos fija la longitud de [a base (es decir, 4p > 0), tendremos una
relacién funcional entre ambos datos: x* = 4p y, lo cual representa una parabola cuyo lado recto
mide 4p.

Es importante subrayar que Apolonio carecia del lenguaje algebraico: todo lo que él escribié en
sus conicas lo hizo sin contar con un sistema de numeracién posicional (como el que usamos ac-
tualmente) y representando todas las cantidades utilizadas mediante segmentos de recta.

Antes de seguir con nuestro recorrido histdrico, debemos aclarar también dénde se originé el
nombre de “cénicas” a estas curvas.

Esta denominacidn proviene de que tanto Aristeo como Euclides y Apolonio, al carecer de un len-
guaje algebraico que les permitiera representar toda una curva mediante una ecuacion, las consi-
deraban como entes geométricos dados por la interseccion de un plano y un cono. Sin embargo,
estos autores llamaban “un cono” a lo que nosotros llamariamos actualmente un par de conos
que se tocan por el pice (punta) y se extienden indefinidamente en ambos lados.

Laimagen anterior muestra como puede obtenerse cada una de las conicas de esta manera. Todo
depende de la inclinacion del plano que hace el corte con el sélido.

Para llegar al siguiente momento destacado en la historia de las conicas debemos saltar hasta el
s. XVH, a Francia. Esto no quiere decir que durante casi 20 siglos no hubiera avances importantes
en el estudio y el desarrollo de su geometria o de su representacion a través de ecuaciones alge-
braicas; por ejemplo, los matematicos persas musulmanes Al-Juarismi {ca. 780 - ca. 850) y Omar
Jayam (ca. 1048 - ca. 1131) fueron, respectivamente, el padre del dlgebra y el primero en utilizar
secciones conicas para resolver ecuaciones cuadraticas y clbicas.

Sin embargo, el primero que elabord un método general para identificar una de las conicas y una
ecuacién de segundo grado en dos variables fue René Descartes (1596 - 1650).




Descartes escribié los tres libros de ta Geo-
metria como apéndice a su obra filoséfica
mas famosa, El discurso del método (1637). En
aquella, Descartes introduce la nocién de gjes
coordenadosy muestra como, dada cualquier
curva en el plano, podemos asociarle una
ecuacion algebraica en dos variables x, y.

Es en el segundo libro de la Geometria don-
de Descartes demuestra que a toda conica le
corresponde una ecuacion de segundo gra-
do en dos variables vy, reciprocamente, que
a cualquier ecuacion de este tipo podemos
asociarle una de las secciones conicas (cir-
cunferencias, elipses, parabolas, hipérbolas
y otros casos que hoy llamamos “degenera-
dos”). Al método ideado por Descartes para
ltevar a cabo esta correspondencia, él mismo
lo bautizé analisis moderno (para distinguirlo
del que llevaban a cabo los griegos, a quienes
Descartes llamaba los “antiguos”). Es por esta
razén que a la geometria introducida en esta obra se le comenzé a llamar “analitica”

También en honor a Descartes se bautizé al sistema de coordenadas y al plano mismo donde se
definen éstas como cartesiano.

Mucha de la importancia de las ¢o-
nicas viene también de su importan-
cia para describir fenédmenos fisicos.
Ejemplos de esto abundan, pero qui-
za unade las propiedades mas intere-
santesy conocidas desde los tiempos
de Arquimedes es la llamada propie-
dad éptica de las conicas. Por ejem-
plo, en el caso de la elipse, si la curva
fuese un espejoy colocdramos en uno
de los focos una ldmpara apuntando
hacia la elipse, el reflejo seria visible
en el otro foco. Dependiendo de la in-
tensidad de la lampara y de (o pulido
que estuviera el espejo, el rayo de luz
saldria de este foco para reflejarse nuevamente sobre la elipse e ir al otro foco. Con un rayo laser
en uno de los focos y un espejo eliptico ideal, jesta situacidon podria continuarse indefinidamente!
(La propiedad éptica de la hipérbola es analoga y se utiliza para algunos telescopios y sistemas de
posicionamiento global).
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En el caso de la parabola, esta propie-
dad es responsable de mucha de la
comunicacion satelital de las dltimas ,
décadas y, seguramente, habras es- o
cuchado que hay un tipo de antenas VT T
llamadas “parabélicas”. En una para- e r
bola formada de alglin material refle- g e
jante todos los rayos (u ondas sono-
ras) que viajen de manera paralela al
eje focal se concentraran en el foco
después de chocar con la pardbola.

Estos no son los Unicos ejemplos de

la aplicacién de las cénicas a pro- .
blemas fisicos. Galileo Galilei (1564

- 1642) en su obra Didlogo sobre los

Sistemas del Mundo (1632}, concluye

que los proyectiles siguen, debido a

la fuerza de gravedad, una trayectoria parabdlica; es decir, en la resolucién de los problemas de
balistica y del lanzamiento mismo de los cohetes espaciales debe tomarse en consideracién que
la trayectoria que seguirian los proyectiles seria un parabola.

Sin embargo, fue Johannes Kepler (1571 - 1630) quien introdujo las cdnicas en la descripcién y
prediccién de la drbita de Marte alrededor del Sol en su libro Astronomia Nova (1609). En este
trabajo, Kepler muestra que la trayectoria necesariamente es una elipse. La afirmacién de que
todos los planetas del Sistema Solar siguen 6rbitas elipticas con el Sol en uno de sus focos tendria
que esperar hasta el Sumario de Astronomia Copernicana (1622). De este modo podemos citar la
primera ley de Kepler tal y como se sigue ensefiando en nuestros dias: ‘

Los planetas se desplazan siguiendo drbitas elipticas con el Sol enunode sus focos::

De este modo, si definimos un sistema cartesiano de coordenadas, elegimos una escala adecga-k -
da para representar las magnitudes exorbitantes del Sistema Solar y conocemos'las distancias '
involucradas, es posible conocer la ecuacion candnica de la elipse descrita por cualquiera delos -
planetas. .

Es importante mencionar que lo an-
terior sélo nos daria la trayectoria
seguida por el planeta. En ningln
caso nos diria {a velocidad con que
la recorre o c6mo se relaciona el pe-
riodo orbital (el tiempo que se tarda
un planeta en recorrer su érbita) con
la distancia promedio al Sol. Estos
aspectos se tratan en lasegunday la
tercera leyes de Kepler.




La tercera ley de Kepler es muy Util para conocer las distancias promedio de los distintos planetas
al Sol. Nos dice que los cuadrados de los periodos orbitales son proporcionales a los cubos de
las distancias promedio al Sol. Es decir, si T, T, son los periodos orbitales de dos planetas m;, m,
cuyas distancias promedio al Sol son d, y d,, entonces:

I_d
T, d,}
Por ejemplo, en el caso de Marte sabemos que su periodo orbital es de 1.8809 arios terrestres. De

modo que si usamos la informacién del periodo orbital de la Tierra (1 afio) y su distancia promedio
al Sol (1 UA o unidad astronémica que equivale, aproximadamente, a 1.5 x 10°km) tendremos:

1.8809° d,°
VAT

que al despejar nos da d1:x3/1.88092 ~1.5237UA . Dado que la érbita de Marte es una elipse con
una excentricidad e = 0.093 (es decir, podria tomarse casi como una circunferencia) d, puede to-
marse practicamente como la distancia del centro al vértice (o sea a). De este modo si representa-
mos por a - ¢ la distancia del vértice mas préximo al foco (el punto en que el planeta se encuentra
mas cerca del Sol o afelio) y por a + ¢ la distancia de dicho foco al otro vértice (esto es, el punto
en que el planeta se encuentra mas alejado del Sol o perihelio), tendremos para el caso de Marte:

Afelio=a-c=ax (1-€)=1.5237 x (1-0.093) = 1.3819 UA.

Perihelio=a+c=a x (1+e)=1.5237 x ( 1+0.093) = 1.6654 UA.

.." -
£

Pa‘?a;conclui?,‘lalolngitud (2a) del eje mayor de la elipse que describe la 6rbita de Marte puede ob-
,_t"er,]ékse,s;mﬁgandc;dé“fex,l‘io y perihelio (para el caso de Marte, es de 3.0473 UA) mientras que el semieje
P aﬁéngrrfpiq:éd‘é obtenersé-de la relacién b* = g% - ¢ =ax (1 - €?). Sustituyendo la excentricidad y el
L4 fi'félgf.def én la{,e’&cb“f’esié’ﬁ anterior obtendremos b =1.5171 UA.

h A

RV ’ '*é;s_:tfé modola eli[‘f;se horizontal que representa la érbita de Marte alrededor del Sol (si el centro
- S A ,i.-'de-ta elipse-es el origen del plano cartesiano) es:
Ag L e
o8 o : 2 2
; SR 2.3217 2.3016

’ R = /’ ! :
7 . JD

_gén el Sol ubicado, por ejemplo, en el foco que estd en (0.1418, 0).

.-* Lleva a cabo en tu cuaderno las operaciones que se te piden y contesta las preguntas con
base en lo visto en esta seccion.

1. El planeta enano Plutdn tiene una excentricidad e = 0.2488 y su periodo orbital es de 248
afios terrestres. ;Cual es su distancia promedio al Sol en unidades astronémicas? ;Cual es
su afelio y su perihelio? ;Cudles son las longitudes de los ejes mayor y menor de su érbita?
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Si el centro de la elipse esta en el origen jcuél es la ecuacién que describe la érbita seguida
por Plutén? Di en qué punto del sistema coordenado se encontrarifa el Sol en tu modelo.

2. Enelejemplo de Martey en el ejercicio anterior relativo a Plutén, el Sol tiene coordenadas
que lo ubican en distintos puntos ;como podemos corregir esto? Discute de manera cortés
y respetuosa tu solucién con la de tus compafieros. (Ayldate trazando una de las elipses
(por ejemplo la de Marte) en una hoja de papel y la de Plutdn en una hoja de papel china o
albanene para que puedas ver ambas curvas. Luego haz coincidir los focos sin que las elip-
ses setoquen jAdonde se desplazé el centro de la elipse que representa la érbita de Plutén?
{Como modifica esto su ecuacion si quisiéramos escribirla y trazar la curva resultante en el
mismo pedazo de papel donde dibujamos la drbita de Marte?

Productos esperados

4 En una hoja (o mas) de papel milimétrico registra todas tus respuestas a la actividad. Des-
pués guardala en tu portafolio de evidencias.

la drbita de la Tierra y en qué punto del sistema coordenado se enco
trazar la elipse e indicar todos los elementos que encontraste.

:La bicicleta eliptica, es en verdad eliptica?

Tal vez has escuchado el término bicicleta eliptica que
se trata de un aparato para hacer calentamiento antes
de realizar alguna rutina de ejercicio. Este aparato ha
sido ligado al concepto de elipse, por a forma en que se
mueven los pies y la rueda delantera. La problematica se
generaya que dicho aparato no forma una elipse como tal.
Con la imagen podras activar el video ;Bicicleta eliptica?,
en el que veras una explicacién de porqué dicho aparato
no forma una elipse. Descarga la aplicacion en tu celular
y disfritalo.




El calendario gregoriano que se utiliza en la actualidad
en nuestro pais fue promovido por el papa Gregorio Xl
quien, en 1582, lo implanté para sustituir al calendario
juliano (utilizado desde que el emperador romano Julio
César lo instaurara en el afio 46 antes de nuestra era).
El calendario juliano tenia un error de 3 dias cada 400
afios, mientras que el calendario gregoriano tiene un
error de un dia cada 3330 afios (razén por la que no ha
sido necesario corregirlo por el momente).

Sin embargo, en Irdn y Afganistan se utiliza actualmen-
te un calendario mucho mas exacto que el gregoriano
(que posee un error de un dia cada 3770 afios) y que
comenzé su vigencia mucho antes (esta en vigor desde el 15 de marzo de 1079). Fue elabo-
rado por un astrénomo que adema3s fue matematico, fildsofo, médico, abogado y uno de los .
poetas mas sublimes de la literatura persa: Omar Jayam (ca. 1048 - 1131).

Omar emigré a los 22 afios a la legendaria ciudad de Samarcanda, donde pudo completar
su Tesis sobre demostraciones de dlgebra y comparacién. En esta obra desarroll6 el primer
método para resolver ecuaciones de segundo y de tercer grado empleando circunferencias,
¢ elipses; parabolas e hipérbolas. Con ello tendié un puente entre el dlgebra (desarrollada por
Al Juarlsmr) y la tradicién geométrica de los griegos (la cual era celosamente cultivadaenel .
~ nm"‘do drabe).* .

de'la eometria analltlca) y sus descubrimientos cientificos le hicieron merecedor del reco-
hiento de sultan Mal|k Shah 1, quien ademas de encargarle a Omar Jayam la reformaf

Como- ;‘)"uedes ver, la identificacién que utilizamos en este capitulo entre la ecuacién A
Bxy+ Cy*+ Dx+ Ey+ F= 0y las distintas curvas que nos interesan tiene una larga historia. Y de
ssus muchos protagonistas hubo uno que supo conciliar las ciencias y las artes jy hasta: tuv'
tlempo de sobra para reformar el calendario!

4 Reflexiona lo siguiente.

i. ;Has logrado alguno de tus objetivos a pesar de que alguien te haya desammad
hacerlo?

2. ;Te hasarrepentido al haber cancelado un proyecto por influencia de alguien?‘,’

3. ;Crees que el mundo seria el mismo si personajes como Omar Jayam hubieran cla
dicado en sus proyectos? :



Proyecto integrador

Es el final del segundo parcial y deberds poner en practica tus conocimientos.

Construye una parabola
con dobleces de papel.

Organicense en equipos.

Consigan hojas de papel albanene o papel arroz. En su defecto, pueden utilizar
mica o cualquier material flexible y traslicido.

3. Lleven acabo los siguientes pasos.

Marquen un punto en la Doblen {a hoja uniendo el Desdobleny repitan las
hoja. Llamenle F. extremo inferior con F. veces que quieran.

Deberan obtener algo similar a laimagen del inicio.

Elaboren un reporte en el que respondan las preguntas siguientes.
sus hojas con los trazos.

¢Por qué esos dobleces forman una parabola?

{Quién es la directriz de la pardbola?

¢Qué nombre recibe el conjunto de lineas tangentes que forman a la para
bola? .




4 Utiliza la lista de cotejo para identificar lo que dominas con base en las evidencias generadasy
guardadas en tu portafolio.

El o los papeles quedaron impresos correctamente, se aprecia
la ruta que siguieron las canicas.

Argumentar las
diferencias visibles
entre unarectay una
parabola.

Actividad 8.

Identifico las figuras generadas con las huellas de las canicas
¢ identifico sus elementos.

Reconozco las diferencias entre las tres figuras impresas y
entiendo cdmo se generan y qué propiedades poseen.

Encuentro el afelio y el perihelio correctamente.

Construir una elipse
que describa el Hallo los ejes de la elipse y los extremos, tomando en cuenta
movimiento de la el origen sugerido.

Tiefra en torno det Sol.

Actividad 17.

Encuentro la ecuacidn idénea de la elipse y ta trazo
adecuadamente, encuentro la posicion del Sol en la grafica.




Interpreto.correctamente
cada lugar geométrico, las
propiedades, orientacion
y puntos principates,
puedoir de la graficaala
ecuacion y viceversa.

Identifico los lugares Conozco las formas

Caracteriza y distingue a los geométricos y sus generalesy ordinarias de

lugares geométricos seglin sus componentes, cada lugar geométrico,

disposicionesy susrelaciones. reconozco sus -ubico sus:elementos con
propiedades basicas. base en ello.










i La actividad pertenece al programa ConstruyeT, disefiado para ayudarte a desarro-
llar tus habilidades socioemocionales. Consulta la pagina de internet para obtener

mas actividades.
Nuestro objetivo:
Conocer alternativas para analizar consecuencias antes de tomar decisiones.
Condiciones y materiales deseables:
Boligrafos y hojas.

Paso a paso:

Identifica una situacion sobre la cual debes tomar una decision.

Elabora un cuadro como el que se muestra a continuacion.

. Evaluacion generaly -

Disyuntiva
I decisidn

(opciones)

' Pros Coniras

No invertiré el
tiempo necesario al
estudio.

Decido y elijo no

‘ Trabajaro no Obtener dinero
trabajar por ahora.

: trabajar extra.
Valora las consecuencias de cada opcidn a corto, mediano y largo plazo.
Analiza: ;Cdmo te sentirias en cada una de las decisiones?

Considera las consecuencias y posibles resultados: ;Te afecta de manera positiva o
negativa? jAfecta a tus amistades o a tu familia?

Con base en el anélisis, toma la decisién que consideres adecuada. Puedes utilizar
este cuadro para analizar consecuencias en diversos temas, ya sean académicos o de

la vida diaria.

Para terminar...
;Coémo seré una mejor persona?, ;cémo seremos una mejor comunidad?

La habilidad para identificar y evaluar criticamente las repercusiones de tus posibles
decisiones en es analisis de consecuencias. Al desarrollarla podras considerar los resul-
tados de diversas alternativas antes de tomas alguna decision.




4 Alo largo del semestre desarrollaremos tu Proyecto de vida, con el fin de clarificar lo que deseas
para ti y que puedas tomar decisiones que marquen la direccion de tu futuro, asi como realizar una
reflexion sobre las implicaciones que tiene en tu vida el hecho de llevarlo a cabo.

Continua con tu proyecto de vida

1. Responde lo que se pide.

Con base en lo trabajado en estos meses, escribe una evaluacion de como has llevado tu pro-
yecto. ¢Has avanzado en tus metas? ;Detuviste algiin propésito? ;Cudles son los obstaculos

que has encontrado?

Reflexiona y escribe qué te motiva a continuar con tus planes iniciales.

2. Continda con tu organizador grafico. Enriquécelo con notas, fotos, noticias y experiencias que te
motiven.

Si atin no inicias tu Proyecto de vida...

No olvides que mereces ser la persona que tienes en mente: estudiosa, divertida, alegre, responsable
o exitosa, ademas tu defines lo que eso significa. No hay parametros establecidos para medir el éxito
personal, esos los pones tu.

Recuerda que lo que has hecho hasta este momento no te define ni define tu futuro, asi que si atin no
inicias tu proyecto de vida nunca es tarde para comenzar. jAdelante!




La parabola, la elipse y ta hipérbola tienen una propiedad llamada propiedad reflectora y aunque
no la aplicaremos es importante que la conozcas pues es la responsable de avances tecnoldgicos
como el GPS.

La propiedad reflectora de la parabola dice lo siguiente:

Un rayo emitido desde el foco de la parabota que incide en un punto P de ésta es reflejado
paralelo al eje de simetria (izquierda) y viceversa, un rayo paralelo al eje de la parabola, pro-
veniente de unafuente externa, alincidir en un punto P de la parabola se refleja hacia el foco.
Ademas, los angulos que se forman entre el rayo y la recta tangente, en el punto en el que
inciden (P), son iguales.

4 A

Y Y

=

Fip,0) Fip.Gj

En esta propiedad se basan los espejos de los telescopios reflectores,
antenas satelitales de TV, los espejos de un faro y los micréfonos de
campo que se utilizan en los partidos de futbol. Si observas bien no-
taras que todos estos objetos tienen forma de un paraboloide, una
superficie que se obtiene girar una parabola sobre su eje. Es decir que
si se hace un corte transversal justo en medio se obtiene la parabola
generadora.
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La propiedad reflectora de la elipse dice lo siguiente:

Un rayo emitido desde uno de los focos F, de la elipse, al incidir en un punto P de ésta, es
reflejado hacia el foco F,. Ademas, los angulos que se forman entre el rayo y la recta tangente
a la elipse en Pes igual al angulo que se forma entre la recta tangente y el rayo reflejado.

Una aplicacién de esta propiedad esta en la construccién de estructuras conocidas como gabine-
tes de secretos, que son espacios con limites elipsoidales (superficies tridimensionales obtenidas
al rotar una elipse sobre su eje mayor), en las que, por la propiedad reflectora, una persona que
habla en uno de los focos serd escuchada unicamente por la que esté situada en el otro foco.




La propiedad reflectora de la hipérbola dice lo siguiente:

Si unrayo de luz viaja sobre la recta que pasa por Py el foco F, (I,), donde P es el punto de tan-
gencia de la hipérbola con la recta, al incidir en P éste se refleja sobre la recta [, en direccién
aF,. Los angulos que se forman entre la recta tangente y las rectas [, y [, son iguales entre si.

Resolveremos tres ejercicios que involucran secciones conicas.

60

20 g

Fip 0,

S TAE R

-40 -60

Calcularemos la distancia entre el foco y el vértice
de la parabola generadora de una antena parabdlica
cuyo disco tiene un didmetro de 80 cmy una profun-
didad de 10 cm.

Colocamos el vértice de la parabola generadora en
el punto (0, 0), ademas podemos pensarla con su eje
paralelo al eje X, por lo tanto su ecuacidn es de la for-
ma y* = 4px.

Como el punto (10, 40) esta en la parabola sabemos
que 402 =4p(10). Asi p =40 cm.




Ejemplo

calcularemos cuanto mide la altura a 2 m del centro de la elipse.

x =2y despejar el valorde y:
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Un puente en una carretera tiene forma semieliptica (la mitad de una elipse) con eje mayor hori-
zontal y longitud de 9 m. Si la parte mas alta del arco estd a 3 m arriba del pavimento horizontal,

Primero situamos los ejes de la elipse sobre los ejes X y Y y la centramos en el origen. Observa que
el eje X queda sobre la carretera. De esta manera sabemos que g =4.5y b = 3 asi que la ecuacidn
de la elipse es fz—z+§—2=1 . Como buscamos la altura a dos metros del punto (0, 0), basta sustituir

Ejemplo

Si el didmetro de la base de una torre hiperbé-

4
Parte superio
40

A
de {a torre

lica es de 80 m, su didmetro mas pequefio se
encuentraa 60 mde labaseyesde40m, jcual
es el didmetro de la parte mas alta si la altura
de la torre es de 100 m?

301

204

Situamos el eje X en la parte mas angosta de
la torre, y al eje Y justo a la mitad de la torre,
es decir que los vértices de la hipérbola son
(-20, 0) y (20, 0), dado que el diametro mas
pequefio es de 40 m. De esto concluimos que
a =20, asi que la ecuacién de la hipérbola tie-
ne la forma

50 -0 -50 -20 -10 [0 10 20

30

2 2

Xy

400 b°

3

de la que nos falta conocer b.

40

50} 60 70




Encontramos b

Encontramos el valor de x cuando y = 40

Como sabemos que la base tiene un diametro
. de 80 my de ésta a la parte mas angosta hay
una distancia de 60 m, los puntos (-40,-60) y
(40, -60) estan en la hipérbola, es decir que si los
sustituimos en la ecuacién anterior podremos
obtener el valor de b:

40° _(-60)° _,
400 b2
1600__3600__l
400 b2
600
-
3600
4-1= e
bz__3600
3
b*=1200

- Una vez que tenemos la ecuacién de la

hipérbola, debemos sustituir el valor de y = 40,
pues la torre mide 100 m de altoy por el sistema
de referencia que tomamos, el alto de la torre
estd en y=40. Luego despejamos x.

Xy
400 1200
X (40,
400 1200
x4
400 3
ot
400
x* 7
400 3
(223007
3
x =30.55

Aplicalo aprendido de las secciones cénicas: sus definiciones, ecuaciones y parametros, para
resolver los siguientes ejercicios. Utiliza los planos cartesianos para trazar las graficas y lo

que necesites para poder responder.

1. Elespejo paraun telescopio reflector tiene {a forma de un paraboloide de 40 cm de diame-

troy 5 cm de profundidad.

/A qué distancia del centro del espejo se debera poner el espejo secundario?

Halla la ecuacion de la parabola que genera el paraboloide del espejo.




2. Unpuente en una carretera tiene forma
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semieliptica (la mitad de una elipse)

con eje mayor horizontal y longitud de

12 m. Si la parte mas alta del arco estd
a 4 m arriba del pavimento horizontal

3

respondan lo que se pide.

. ¢Cuanto mide la altura a 1 m del

Vx

centro de la elipse?

(Cuanto mide la altura a 2.5 m del

centro de la elipse?

¢Cuanto mide la altura a4 m de la

elipse?

. Traza la gréafica aproximada en el plano.

3. Eldidmetro dela base de una torre

hiperbdlica es de 120 m, su didme-

40

tro mas pequefio se encuentra a 60

30

m de la basey es de 60 m. Si la altu-
rade la torre esde 90 m, respondan

20

lo que se pide.

10

-70 -60 -50 -40 -30 -20 ~10 |0

0 20 30 40 50

60

4. ¢Cudl es el didmetro de la parte
mas alta?

. ;Cuanto mide el didmetro a
50 m de altura?

¢A qué altura el diametro mide

60 m?

¢, Traza la grafica aproximada en el plano.

4. Eldisefio de un telescopio Casse-
grain (que data de 1672) hace uso
de las propiedades reflectoras de
la parabola y la hipérbola. En la
figura se muestra un espejo para-
bélico (seccionado), con foco en
F,yejealolargodelarectalyun
espejo hiperbdlico, con un foco
también en F y eje transversal a
lolargo del. ;En ddnde, finalmen-
te, se colectan las ondas de luz
entrantes paralelas al eje comin?

Ejercicio recuperado de: Algebra y trigonomé-
trica con geometria analitica, Swokowski/Cole,
Cengage Learning.

.»/"‘4 N
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En nuestra breve historia de las cédnicas mencionamos que dicha denominacién proviene de que
los matematicos de la Antigiiedad cldsica (Aristeo, Euclides y Apolonio), al carecer de un lenguaje
algebraico que les permitiera representar toda una curva mediante una ecuacion, las considera-
ban como objetos geométricos dados por la interseccion de un ptano y un cono. Asimismo diji-
mos que estos autores llamaban “un cono” a lo que nosotros llamariamos hoy en dia un par de co-
nos que se tocan por el dpice (o la punta) y que se extienden indefinidamente hacia ambos lados.

Para nuestro analisis trabajaremos primero con un punto fijo Pen
el espacio y un plano base que no contiene a dicho punto. Tiran-
do una perpendicular, h, desde Psobre el plano obtendremos otro
punto {en el plano base) que usaremos como centro de una cir-
cunferencia de radio r> 0.

Si unimos cualquier punto de esta circunferencia con P obtendre-
mos una recta (a la que llamaremos s) que se prolonga indefinida-
mente por el espacio y que forma un angulo positivo con h. A esta
recta la llamaremos la generatriz del cono.

Haciendo que el punto de la generatriz que esté sobre la circunferencia le dé una vuelta completa
a ésta, obtendremos una superficie formada por un par de conos que Unicamente se tocanen Py
que se prolongan tanto como lo hace la recta s por el espacio.

Nos interesa ahora mostrar cdmo, a partir de distintos cortes que hagamos sobre el cono al inter-
secarlo con distintos planos, podemos obtener todas las curvas que conocemos por secciones
cénicas (la circunferencia, la elipse, la parabola y la hipérbola), asi como algunos casos que lla-
maremos “degenerados” y que corresponden a situaciones extraordinarias o intersecciones con
planos particulares.

Como no disponemos de las herramientas propias de la geometria analitica del espacio, la mayo-
ria de nuestra discusidn serd en términos de la definicidn geométrica de las conicas.
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La circunferencia. Si denotamos por Q a cualquier plano paralelo al plano base, Q también sera
perpendicular a hy cortara al cono en una figura similar a la que tenemos en la interseccién entre
el plano base y el cono. Por construccidn, esta figura es una circunferencia.

El radio de la circunferencia puede obtenerse como funcién del angulo 6 (distinto de cero) entre
hy la generatriz del cono, asi como de la distancia entre Py el punto de interseccién de Q y h (al
que llamaremos h’) y la distancia entre Py el punto de interseccién de Qy s (al que llamaremos s’).

De este modo el radio y de la seccidn cdnica obtenida al cortar el
cono con el plano Q seré:

ry= dist(P, s’) sen 8=dist(P, h’) cos G,
precisamente porque el tridngulo Ph’s’ es rectangulo.
Sin embargo, si el plano Q pasa por P entonces tanto A’ como s’
coinciden con P. De este modo dist(P, s’) = dist(P, h’) = 0 y el radio ry

=0. Este es un caso degenerado en el que la circunferencia se colap-
saaunpuntoen el plano Q: P.

Un recurso que mencionaremos de paso (y que ayuda a fijar ideas)
consiste en suponer que el punto P es una fuente luminosa que
proyecta la sombra de una esfera que esta contenida dentro del
cono y que es tangente a éste. La curva que forman todos tos
puntos de tangencia con el cono es una circunferencia que esta
plasmada tanto en la esfera como en el cono y, como tal, podria
obtenerse como la interseccion del cono y un plano Q* paralelo
al plano base. Si a continuacién colocamos otros dos planos, R,
Yy R,, solo que ambos tangentes a la esfera en los puntos en que h
la atraviesa (puntos que denotaremos por f, y f,, respectivamente), no es dificil argumentar por
qué h pasa por el centro de la esferay que, por lo tanto, R, y R, seran paralelos a Q*, al plano base
y también serdn paralelos entre si. Lo anterior mostraria que la sombra que proyecta una esfera
sobre un plano tangente (cuando la luz se encuentra en algin punto de la linea determinada por
el punto de tangenciay el centro de la esfera) es un circulo.

Asi como en el parrafo anterior colocamos a una esfera tangente al cono entre dos planos parale-
los al plano base, la construccion anterior se puede realizar colocando un plano paralelo al plano
base entre dos esferas tangentes al cono, Sy $*, ambas tangentes entre si (en alguno de los puntos
f of, deS)y condicho plano tangente a ambas en este punto.

La elipse. Si el plano Q dejara de ser paralelo al plano base y comenzara a inclinarse ligeramente,
disminuyendo cada vez mas, pero aun formando un angulo de inclinacién con h mayor que 8{que
es precisamente el angulo que forman hy la generatriz det cono) ;qué seccién hallariamos sobre Q?

La mayoria estariamos de acuerdo en que un primer momento hallariamos algo dificil de dis-
tinguir de una circunferencia; pero, conforme el angulo de inclinacién que forman el plano Q y
la recta h siguiera variando, la diferencia seria cada vez mas perceptible en el contorno definido
sobre Q.




Si por encima del plano Q tuviésemos una esfera tangente al plano y al cono (como las que men-
cionamos al finalizar el caso de la circunferencia), al inclinar el plano nos seria imposible meter
mas la esfera en la abertura que forman hy la generatriz s. Esto sélo indica que al inclinar el plano
Q el punto de tangencia de éste con la esfera dejaria de encontrarse sobre la recta h. Si por el
contrario la esfera tangente estuviera atrapada entre el plano Qy el plano base y este Ultimo fuese
inamovible, seria imposible sacar a la esfera del cono inclinando al plano Q. Esto indica, que tam-
bién en este caso el punto de tangencia de éste con la esfera dejaria de hallarse sobre la recta h.

Si A es cualquier punto en la interseccidn del cono con Q,
denotaremos por f y f, a los puntos de tangencia de dicho
plano con las esferas {tangentes al cono) Sy S*, respecti-
vamente. Ahora al trazar la generatriz que pasa por A, ésta
cortara a la circunferencia k, (definida por el conoy S) en
un Unico punto My de igual manera corta a la circunferen-
cia k, (definida por el conoy $*) en un Unico punto N.

Como A define dos segmentos tangentes a la misma es-
fera, la distancia entre A y M es la misma que la distancia
entre Ay f.. Del mismo modo:

dist(A, N) = dist(A, f).

Sin embargo, la distancia entre My N siempre es la misma,
porque se trata de puntos sobre circunferencias paralelas
al plano base que estan determinados la generatriz. Esta “distancia a lo largo de la generatriz” en-
tre k y k, es un valor constante. De modo que si denotamos por 2a > 0 a dicha constante, entonces
tendremos:

dist(A, ) + dist(A, f)) = dist(A, s ) + dist(A, s,) = 2a.

Como A era un punto arbitrario en la interseccion entre el cono y Q, podemos concluir que A esta
sobre una elipse y que los puntos f, y £, son sus focos.

La sombra de la esfera cuando la fuente luminosa del punto P ya no esta sobre la perpendicular
al plano que soporta la esfera y que pasa por el centro de ésta, ya no es una esfera. Mientras sea
menor que 90°, pero positivo, sera una elipse.

La parabola. Cuando el angulo de inclinacién entre el plano Q y la recta h alcanza el valor 8 del
angulo entre hy la generatriz, el plano Q es paralelo a una generatriz que no intercepta.

En este caso la esfera S sigue siendo tangente al plano Q en el punto f; sin embargo la esfera $* ha
sido desplazada fuera del cono ya que no podria seguir estando por debajo del plano Q y ser tan-
gente al cono a lo largo de una circunferencia paralela al plano base al mismo tiempo.

Sin embargo el plano Q y el plano U (que determina a la circunferencia k a lo largo de la cual Ses
tangente al cono) se interceptan a lo largo de una recta que denotaremos por d.

Woow e
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Si A es un punto cualquiera en la curva definida
por la interseccién de Qy el cono, entonces dist(4,
f) = dist(4, M), donde M es el Unico punto donde
la generatriz s interseca a la circunferencia k. La
igualdad se debe a que fy M son ambos puntos de
tangencia de la esfera S.

Si trazamos en el plano Q una perpendicular a la
recta d por el punto Ay denotamos por B a la in-
terseccion, el segmento AB sera paralelo (y medi-
r4 lo mismo) que el segmento A’B’ a lo largo de
una de las generatrices que no intersecan al plano
Q. El segmento A’B’ ira del punto B’ en k (porque
_tanto B como B’ estan sobre el plano U) a un pun-
to A’ en el cono, el cual se encuentra sobre una
circunferencia k’ que pasa por A necesariamente.

Como dist(4, d) = dist(4, B) = dist(4’, B’) = dist(4, M) (recuérdese que las circunferencias sobre el
. cono se obtiene gracias a planos paralelos al plano base), entonces:

dist(A, f) = dist(4, d),
es decir, A se encuentra sobre una parabola con foco en fy directriz larecta d.

Podemos obtener un caso degenerado si Q pasa por el punto Py es tangente alcono alo largo de
una generatriz s. En esta situacién la cdnica se convierte en una recta “doble”.

Asimismo, mencionaremos que si uno de los rayos luminosos que surgen de Pes paralelo al plano
sobre el que se proyecta la sombra de la esfera (es decir el 4ngulo entre este rayo y larecta h es de
90°), la sombra ya no sera ni un circulo ni una elipse: se tratard de una parabola.

La hipérbola. Si el dngulo de inclinacién es tal que el plano Q es menor al dngulo fentre la altura
del conoy la generatriz, entonces Q interseca al cono en la manera que ilustra la imagen siguiente.

En esta imagen tenemos dos esferas, Sy S*, las cuales son tangentes al cono a lo largo de circun-
ferencias (k, y k,, respectivamente) asi como a Q en puntos f, y f,

Elijase ahora un punto cualquieraenlacurva dada por lainterseccién de Qy el cono. Denotaremos
a este punto por Ay trazaremos los segmentos Af, y Af,. Nuestra intencién es mostrar que el valor
absoluto de la diferencia entre dist(4, f,) y dist{A, ,) es constante y que, por lo tanto, el punto Aesta
sobre una hipérbola.

Acaso lo anterior sea mas sencillo para este caso de lo que fue para el caso de la parabola. Empe-
zaremos trazando una generatriz, s, desde Ay pasando por P. Llamaremos a los puntos de inter-
seccién con las circunferencias tangentes (k, y k,), My N, respectivamente.




Como los segmentos AN y Af, son tangentes a la misma
esfera y desde el mismo punto, dist(A, N) = dist(A, f,).
Por exactamente la misma razdn dist(A, M) = dist(A, f).
De este modo:

\dist(4, ) - dist(A, £)] = |dist(A, M) - dist(A, N)};

pero este valor es precisamente la longitud, a lo largo
de cualquier generatriz del cono, que separa a las cir-
cunferencias k, y k,. Por lo tanto es un valor constante
(que denotaremos por 2a) y esto prueba que A esta en
una hipérbola con focos f,, f, y constante 2a.
;Podemos obtener un caso degenerado cuando el
plano Q tiene esta inclinacién con respecto al plano
base? La respuesta es si. Preglntate qué ocurriria si Q,
ademas de cumplir esta condicién, pasara por el pun-
to P. ;Cual seria la forma de la curva dada por la inter-
seccién? Exactamente: se trataria de un par de rectas
que se cortan en P.

También mencionaremos que una hipérbola puede
obtenerse como la sombra que proyectan un par de
esferas, de diferentes tamafios, cuando la fuente lumi-
nosa se ubica entre ellas.

Conclusiones. Como pudiste observar, la circunferencia, la elipse, la parabola y la hipérbola tie-
nen mas que ganado el nombre de “secciones cdnicas”. Son ademas una familia de curvas que
pueden obtenerse cuando el angulo B que forma el plano de corte Q con la altura del cono pasa
continuamente de 90° 2 0°. Si fes el angulo entre larecta hy la generatriz del cono:

B=90° Circunferencia
- R Ehpse - ] ,
e W Paribola
0sp<o dipérbola :

Los casos anteriores también pueden ser degenerados: la elipse o la circunferencia pueden dege-
nerar en un punto, la pardbola puede degenerar en una recta “doble” y la hipérbola puede dege-
nerar en una par de rectas que se intersecan en un punto.

Concluiremos este andlisis mencionando que el recurso utilizado para mostrar que efectivamente
obteniamos secciones cénicas con las esferas dentro del cono se conoce como “esferas de Dande-
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lin”. Germinal Pierra Dandelin (1794 - 1847) fue un matematico, soldado y profesor de ingenieria
francés que hizo importantes contribuciones al algebra, la geometria y la probabilidad. Sin em-
bargo, su resultado mas famoso es el que presentamos aqui: si un plano corta a un cono, entonces
los focos de la curva resultante en el plano son los puntos de tangencia de las esferas inscritas en
el mismo cono. f

4 Comenta, de manera ordenada y respetuosa, las siguientes preguntas con tus compafieros
justificando cuidadosamente tus respuestas. Si surge alguna duda o discrepancia no vacilen

en consultarlay resolverla con el docente.

1. (Quéocurresien lugar de utilizar un cono recto utilizamos uno oblicuo? ; Podriamos obte-
ner alguna curva que no hayamos obtenido ya al cortar a dicho cono con un plano?

2. ;Podriamos sustituir al cono por algun otro sélido para obtener a estas curvas? ;Qué clase
de curvas nos daria una piramide cuadrangular al intersecarla con un plano? ;Y una pirami-
de heptagonal? ;Y una piramide cuya base tuviera cincuenta lados? ;Y un cilindro?

3. (Coémo podemos trazar unaelipse, una parabola o una hipérbola como trazamos una circun-
ferencia con el compas? ; Por qué crees que no hay “compases parabélicos” en el mercado?

4. Dadosun puntoAen elespacioy una esfera de centro Cy radio r>0 que no lo contiene, ; por
qué podemos asegurar que dos tangentes a la esfera desde A miden lo mismo? ; Podemos
reducir este problema de geometria euclidiana del espacio a un problema de geometria
plana? ;Es cierta la afirmacién que dados un punto A en el plano y una circunferencia que
no pasa por él, las dos tangentes a la circunferencia por A miden lo mismo?

5. ;Qué ejemplos de secciones conicas como sombras o contornos que proyectan distintos
objetos puedes hallar a tu alrededor? ; Puedes encontrar una circunferencia? ;Una elipse?
¢Una parabola? ;Una hipérbola? ;Alguna de las cénicas degeneradas?

6. Formen equipos. Tomen fotografiasy hagan un album o una presentacién electrénica don-
de se muestren las sombras o contornos que sefialaron en el ejercicio anterior. ;Lograron
hallar todas las conicas?

Aetividad

“ Lleva a cabo lo que se pide. Recuerden que esta actividad pertenece a tu portafolio de evi-
dencias por lo que deberas guardar tu trabajo como muestra de tu aprendizaje.

L. Construye un cono. Puedes utilizar el cartén de la caja de cereal, plastilina, madera, cera o
el material que prefieras pero que sea un cono firme.

2. Corta el cono para generar una circunferencia, una elipse, una parabola y una hipérbola.

3. Sielmaterial que utilizaste no te permite guardar por mucho tiempo tu trabajo, documén-
talo con fotografias desde que lo elaboraste. Imprime las fotografias y consérvalas en tu
portafolio de evidencias.




Alo largo del texto hemos visto como construir geométricamente cada una de las cdnicas, asimis-
mo hemos visto cémo asociar con la definicién geométrica de cada una ecuacién en forma cano-
nicay, finalmente, vimos la relacién que guarda ésta con la ecuacién general de segundo grado en
dos incgnitas, Ax2 + Bxy + Cy? + Dx+ Ey + F= 0.

Antes de seguir adelante, enfatizaremos que no nos ocuparemos en este texto de cbnicas rotadas
(aquellas que no son horizontales ni verticales) y, por lo tanto, el término mixto xy siempre tendra
coeficiente B = 0. Si bien en el caso contrario (B # 0) es posible decir de qué conica se trata consi-
derando Ginicamente los coeficientes, el mostrar cdmo y por qué efectivamente podemos conocer
los puntos y segmentos destacados de la cénica involucra la rotacion de los ejes coordenados.
Esta parte de la teoria estd mas alla de los alcances de este libro.

Dicho lo anterior, si se nos presenta la ecuacién cuadratica Ax* + Cy* + Dx + Ey + F = 0, entonces A
y C no pueden ser ambos cero (de lo contrario la ecuacion serfa de primer grado). Aqui es donde
comienza nuestro analisis. Los incisos siguientes recogen los casos analizados en las secciones del

blogue anterior.
Si slo estd presente uno de los términos cuadréticos, entonces ésta representa una parabola.

a. SiA=0,C=1,D=-2(x,- k), E=-2y, F=x?+y -k, entonces se trata de una parabola
horizontal.

b. Elvalor absoluto del coeficiente de x es la medida del lado recto.

¢. Ya que todos los términos algebraicos estan del mismo lado de la igualdad, -D nos indica
el lado hacia el que abre la parabola: Si-D <0 entonces la parabola abre hacia la izquierda;
mientras que si -D > 0 entonces la parabola abre hacia la derecha.

d. Lamitad del coeficiente de y con signo negativo, es decir -£/2, es la ordenada del foco.

e. SiA=1,C=0,D=-2x, E=-2(y, - k), F=x+y - k? entonces se trata de una parabola
vertical.

En este caso, el valor absoluto del coeficiente de y es la medida del lado recto.
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g. De manera andloga al caso anterior en el que todos los términos algebraicos estan del mis-
mo lado de laigualdad, -£ nos indicara hacia dénde abre la parabola: Si -E < 0 entonces la
parabola abre hacia abajo; mientras que si -£ > 0 entonces la parabola abre hacia arriba.

k. La mitad del coeficiente de x con signo negativo, es decir-D/2, es la abscisa del foco.
Z. Enotro caso tendremos que tanto A como C son distintos de cero.

a. SiA=C (en particular ambos coeficientes tienen el mismo signo), entonces la conica es una
circunferencia. Si ademéds A= C = 1, entonces D = - 2x, E=-2y,, F=x2+y~ r’. De aqui se
sacaqueelradioesr = Oy queelcentroesta en (x,,y,).

b. Silos coeficientes A, C son distintos entre si y ambos son positivos, entonces la conica se
trata de una elipse. El mayor de estos coeficientes nos dira si la elipse es horizontal o verti-
cal, teniendo en cuenta que si ambos coeficientes son negativos, hay que multiplicar toda
la expresién por -1 antes de continuar el analisis.

€. Si C>Aentonces la elipse es horizontal y los coeficientes satisfacen las relaciones: A= b?,
C=a’ D=-2b%, E=-2a%,, F=bx7+a%, - a’b”

d. SiC<AentoncesserdverticalyA=a? C=p, D=-2a’x, E=-2b%,, F=a’} + b’y - a’b".

e. Enambos casos, toda la informacidn concerniente a la elipse (coordenadas de los focos, los
vértices, excentricidad y longitudes del eje mayory del eje menor} puede obtenerse a partir
de las relaciones anteriores.

f. Silos coeficientes Ay C (no necesariamente distintos entre si) tienen signos contrarios, en-
tonces se trata de una hipérbola.

g. El término cuadratico con el signo negativo (en este caso) nos indicara la orientacién de
la hipérbola. Si que C <0, la hipérbola es horizontal. En el caso de una hipérbola vertical
tendremos A < 0; de modo que el signo nos ayuda a saber en estos casos si la hipérbola es
horizontal o vertical.

h. En el caso de una hipérbola horizontal tendremos A = b?, C = - @*, D = -2b’x, £ = 2a%y,,
F=bx}~a%}-ab

wan s
°

En el caso de una hipérbola vertical se tendran las siguientes relaciones entre sus coeficien-
tes A=-a?, C=b% D=20a%, E=-2b% , F=-a’x} + b?y ? - a*b%.

Obsérvese que si multiplicamos todas las relaciones anteriores por -1 tendriamos A = @?,
C=-b*D=-20%,E=2b% ,F=a’ - by +a’b’, asi que inclusive si confundimos una hipér-
bola horizontal con una vertical intercambiando los roles que juegan ay b, obtendriamos al
final en F que -a’b?= a?b?, 0 de otro modo gue, 1 =0 lo cual es una contradicciéon. Esto prue-
ba que los conceptos de horizontal y vertical en el caso de una hipérbola no son ambiguos.

e
B

k. Aligual que con la elipse, podemos obtener toda la informacién de la hipérbola conociendo
los coeficientes y las relaciones anteriores, sin tener que llevar la ecuacién a su forma canoé-
nica; sin embargo, si deseamos conocer las ecuaciones de las asintotas lo mas facil es llevar
la expresidn a su forma candnica e igualar a cero.

%. En cualquier caso, si deseamos llevar la expresion a alguna de las formas canonicas debemos
completar los cuadrados en las dos incognitas (en el caso de la circunferencia, la elipse y la
hipérbola) o en una de ellas {en el caso de la parabola).




Los casos “degenerados” de las secciones cénicas son:

Elconjunto vacio: (x - x,)* + (y - y,)* = -a* donde a # 0.
Un punto: (x - x,)*+ (y - y,)*=0.
Unarecta “doble”™ ax*+b(y*-1)=0,cona=1,b=0, por ejemplo.

Un par de rectas paralelas: ax*+b{y?-1)=0,cona=0,b=1, por ejemplo.

Un par de rectas que se intersecan en un (nico punto: (x - x )* - (y - y,)*= 0.

Estos casos pueden presentarse al llevar la ecuacién de la conica a su forma candnica y ocurren,
respectivamente, como casos particulares de una circunferencia cuyo radio es negativo o cero (in-
cisos 1y 2), una elipse en la que alguno de sus ejes crecid sin limite (incisos 3y 4) y una hipérbola
que degenero en sus asintotas (inciso 5).

K
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* Realiza lo siguiente.

1. Diqué cdnica representa cada una de las expresiones algebraicas. Posteriormente da toda
la informacion relevante sobre ella:

27 +5y? - 8x+ 10y -37=0,
y: —4x -4y +4=0.
X*+1=0.

3¢ -4yr+6x-4y-16=0.

2. Laecuacion cuadratica 4x* + a(y? - 1) = 0 representa una familia de cénicas que varian en
funcidn del valor que toma el pardametro a. Con base en la informacién de este capitulo,
llena la siguiente tabla diciendo de qué cdnica se trata en cada caso.

Esboza en tu cuaderno algunas cénicas de esta familia (para los valores a =-1,-1/2, 0, 1/2, 1)
;observas algo en particular? ;Cuales son los puntos de interseccion de las cénicas? Co-
menta tus observaciones con el docente y tus compaiieros.




sintotas

Como mencionamos en el apartado dedicado a los puntos y segmentos destacados en la hipérbo-
la, si tenemos una cdnica de este tipo, con forma canénica dada por:

’
a

sabemos que se trata de una hipérbola horizon-
tal con centro en (x,, y,). Si escribimos las coor-
denadas de los focos de esta hipérbola como (x,
¢, y,) ytrazamos la circunferencia con radio c >
Oy centroen (x,,y,), por el teoremade Pitagoras
y la definicién que dimos anteriormente de b2 =
¢ - g2, vemos que el segmento perpendicular
al eje transverso que se levanta desde el vértice
define una cuerda que mide exactamente 2b.

Podemos por lo tanto, conocer [as pendientes
de las rectas que pasan por el centro de la hi-
pérbola y que aparecen como diagonales del
cuadrildtero inscrito en la circunferencia ante-
rior. Una sera positiva y la otra negativa, toda
vez que una es creciente y la otra decreciente:

m=1t—.

Con esto es posible escribir las ecuaciones de las asintotas de la hipérbola:

b
yzig(x—x0)+y0 .




Aligual gue lo mencionamos anteriormente, si despejamos y de la ecuacién canénica
de la hipérbola anterior:

y=t2 (x=x;) ="y,

b
a
Factorizando el término (x - x,)? que aparece en interior de la raiz cuadrada y sacandolo
de esta, obtenemos la expresion algebraica:

/

b a
y=t=(X=Xg) [1-———5+y,
a Vo (r=x)

{No es necesario preocuparnos por el valor absoluto de la expresion x - X, cuando esta
a raiz, los signos Lgue podria tomar dicha expresion ya estan representados en
\
/

Sihacemos que la variable x tome valores cada vez mayores ("C"’ ejemplo, sinos encon-
tramos en la rama derecha de la hipérbola), la expresion —%— se hard ca c‘a vez mas

{¥-
que el nimerador ¢? estd fijo y es distinto de cero. De este modo la expre-

se aproximaré cada vez mas a 1y la igualdad anterior se parecerd cada

vez mas a:

N

[ e A
o :

que es precisamente {a pareja de ecuaciones que representan a las ;
mente podemos afirmar que conforme x toma valores cada mas grardes y ia variable
dependiente y se mueve a lo largo de la hipérbola, ia rama correspondiente de la

bola se aproxima a la asintota correspondiente. Si para el mismo valor ¥’ denotamos por
v, alvalor correspondiente en la asintota con pendiente positiva y por y, al valos
pondiente en la hipérbola, entonces la distancia entre los puntos estara dada

I 2
\/(‘X'—X‘,\ﬁ(yo ~yh) =Yoo~ Yn

Pero como ya mencionames, al aumentar indiscriminadamente el valer de x, el valor de

i [ 2 . , ) ,
la expresion [1-—%— se aproxima masy mas a 1, de manera que el valor de la resia
Y {X'=%y)
< P Cos |
que aparece entre llaves, es decir, 1- [1-—%— se hace cada vez menor. Esto sueie

v

1\/ {x'=xq)

interpretarse diciendo aue la diferencia entre las ordenadas en la asintota y en {a hipér-
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bola, y, - y,,también se vuelve cada vez menor conforme x’ aumenta. Intuitivamente,
dicha diferencia serd cero cuando x’ sea mayor que cualquier cantidad imaginable o,
dicho de otra manera, la hipérbola intersecar a sus asintotas en el infinito.

Lo anterior no significa que la abscisa x” tome un valor infinito, ya que este nunca se
alcanza; sino que conforme el valor de x’ aumenta tanto como se desee, el valor de la
diferencia entre las ordenadas correspondientes, y_-y,, se hace tan pequefio como se

 Encuentra las ecuaciones de las asintotas de las hipérbolas.

1, 25x%-49y%-1305=0

2. -9x2+ 162+ 18x - 64y +54=0

3. xy=1.[Sugerencia: haz un dibujo de esta hipérbola.]

Betividad de 8@35‘9@@552%@ & Productos esperados,,  Contesta lo siguiente:
%ﬁ 1. La ecuacién general de
4 Enuna hoja (0 mas) de papel milimétrico registra todas tus respuestas a la siguien- una parabola es

Y-4y+4+12x-12=0,

te actividad. Después guardala en tu portafolio de evidencias. . -
scual es su vertice?

. ., . ;. , 43,2
Considera la hipérbola horizontal con centro en (-2, 1), vértices en (-5, 1) y (1, 1); asi 2.1,2)
b.(1,-2}
como focosen (-7,1) y (3, 1).
. (1,-1)
Id v’ . . ’ {3 7
1. Encuentra la ecuacién canénica de la hipérbola. d.{2,2)
2. ;Cudlesla directrizde ia
2. Dalaecuacion de sus asintotas. parabola cuya ecuacion es

y=0.250 - x+27

3. Con lainformacion que posees sobre la hipérbola y para un valor fijo de la abs-

. .. R . a.y=0
cisa x’ > 0, encuentra la expresion que representa la diferencia y, - y,, entre las 5 j_/_G 5
ordenadas correspondientes a la asintota con pendiente positiva y a la parte su- I
perior de la rama derecha de la hipérbola. ey=l

d.y=1.5

4. Con base en la expresion que encontraste en el inciso anterior, copia y completa
la siguiente tabla haciendo uso de tu calculadora y dando cuatro decimales o
mas, hasta alcanzar la primera cifra distinta de cero. ;Qué ocurre con el valor de
la diferenciay_~y,? ;Dirfas que la asintota y la hipérbola se cortan? Justifica tu
respuesta.

2. Una parabola cuya
ecuacidnesy =05~ 2x +
4, tiene como parametro
focal:

o

.0
3. 0.5

o




100000

1000000

Al estudiar la elipse vimos una relacion existente entre

los semiejes mayor y menor que lamamos excentrici-

S dad. Recuerda que a, el semieje mayor, es la distancia
T que hay del centro a (cualquier) vértice de la elipse y

AN que el semieje menor, b, esta definido por la expresion

B e o7 b=va%-c?, donde c es la distancia del centro a (cual-
quier) foco de la elipse.

La excentricidad se define entonces, como el cociente
entrecya:

Mencionamos también que cuando ¢ =0, los fo-
cosy el centro coinciden. En este caso tenemos
una circunferencia y la excentricidad es cero.
La excentricidad, definida de esta manera, es
una medida de qué tanto se aleja una elipse de
ser una circunferencia.

Cuando b se aproxima a cero, la elipse (si es ho-
rizontal) se achata en sus extremos superior e
inferior y esto implica que las magnitudes a 'y
¢ cada vez se parecen mas. Esto se debe a que
conforme se deforma la elipse, cada foco se
aproxima cada vez mas a su correspondiente
vértice y si b se hace cero, entoncesc=aylaex-
centricidad es uno. En este caso tenemos una
de las secciones cdnicas degeneradas.
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Por todo lo anterior, habiamos establecido que la excentricidad satisfacia las desigualdadesO<e<1.

Sinembargo, las hipérbolas también son susceptibles de un anélisis similar ya que poseen, analo-
gamente, vértices y focos; s6lo que en este caso, cada uno de los vértices en el eje transverso esta
mas cerca del centro de la hipérbola que los focos.

En consecuencia tenemos b=+/c’-a” , 0 de manera equivalente, ¢ =vb?+a? . De esta manera la
excentricidad adoptara la expresién:

De este modo observamos que al ser (3)2 =0, la excentricidad de una hipérbola satisface la des-

igualdad e 1. El caso en el que b =0 se presenta cuando la hipérbola degenera sobre su eje trans-
Versoy, nuevamente, tenemos el caso de una seccién cénica degenerada.

Observa que en el caso de las hipérbolas, la excentricidad no tiene cota superior. Por lo tanto es
posible hallar hipérbolas con excentricidades tan grandes como se desee. Asimismo, dado que las
pardbolas no poseen un centro, no tiene sentido tratar de definir una nocién de excentricidad para
estas secciones cdnicas.

Por Gltimo, mencionaremos que algunos textos llaman excentricidad lineal a lo que aqui hemos
definido y llamado simplemente “excentricidad”. Esto se debe a gue en textos mas avanzados de
geometria analitica se hace uso de otra definicién la cual sf es aplicable a las parabolas; sin em-
bargo, estos aspectos caen fuera del alcance del presente curso y sélo usaremos la definicién que

nosotros dimos de excentricidad.

Aetividad

4 Da el valor de la excentricidad para las siguientes secciones cénicas. En los casos donde no se
trata de una elipse o de una hipérbola escribe N/A o “no aplica”.

1. 160 -9y?-128x+18y+103=0
49x* +36y?+98x - 1715=0
9% -6x+y-8=0
4+ 42+ 8x -4y -11=0
8x*+ 8y +4x-8y+5=0
X+a+4x-8y-12=0
-25x% + 144y? - 864y -2304=0
X -yr-2x-2y-1=0
36x% +36y2+ 24x - 36y - 311=0
10. X8 +y?-8x+27+17=0




11. -4+ - 16x+2y-19=0

12. 45+ = 16x+ 2y - 19=0

13,y -16x+2y-19=0

14, 25x*-49y? -1305=0

15, 9x? + 12xy + 4y? - 9= 0. [Sugerencia: reconoce el trinomio cuadrado perfecto.]

En esta seccion vamos a revisar cémo bosquejar secciones conicas a partir de algunos elementos
que identifiguemos de sus ecuaciones.

La regla general es que si tenemos alguna de las formas candnicas:

. Circunferencia concentroen (x,, v ) yradior = 0

Pa rabola confoco F=(x,y )y directrizx =k

- Parabola confoco F=(x, y ) y directrizy = k;

o= 7= 20y -k y R -y
2 \2
(x=x0)" (¥=Yo)
7 ;=1
a b
)2 \
(K=%) V=Yo) _
o e
3 / \2
X=Xy} WY~V
2 12 =1
8] o]
X . \Z
{(x~xo) {Y=V¥o) -1
- L2 2 -
) a

i Elipse horizontal con centro en {x,
' semieje menor b>0

V), semieje mayor a>0y

lipse vertical con centro en (x_, v ), semieje mayor g > 0y semie
mencrb >0

in
HS

. Hipérbola horizontal con centro en (x, v ), distancia a cualquier
| vértice o> Oy semigje conjugado b>0

Hipérbola vertical con centro en (x,mvo)j distancia a cualquier

tvertice a> 0y semieje conjugado b>0

En estos casos, lo mas sencillo es empezar ubicando en el plano los elementos con los que conta-
mosy, a partir de ellos obtener los restantes, como se indica en el siguiente ejemplo.
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Elemplo

Esbozaremos la conica dada por la ecuacién (y - 3)2=-8x + 8.

En este caso tenemos una forma candnica: se trata de una pardbola horizontal con ¥, = 3. Para co-
nocer los elementos restantes debemos resolver de manera simultanea 2(x, - k) =-8, k’-x2=8.

La segunda ecuacién podemos escribirla como (x, = k)lx, + k) = -8, de modo que si igualamos
ambas ecuaciones obtendremos:

(= k) x, + k) =2(x, - k).

Dado que x, - k,#0, al cancelar este factor de ambos lados de la igualdad obtendremos X, tk,=2
que, junto con la ecuacién, x, - k, = -4 nos permite obtener x =-1, k = 3. De modo que la parabola
tiene sufoco en (-1, 3), directrizen x = 3y abre hacia la izquierda del plano. Dado que la longitud
del lado recto es el valor absoluto de -8, la curva pasara por los puntos A= (-1,7) y B= (-1, -1).

Asimismo, el vértice estard a medio camino entre el

focoy la directriz, es decir, estara en el punto (1, 3). Y ! T

Con toda esta informacion podemos esbozar la curva.

La pauta a seguir cuando se nos presente una ecuacion
cuadratica Ax* + Cy? + Dx + Ey + F=0, donde no aparezca

uno de los términos cuadraticos es primero identificar

si se trata de una parabola horizontal. SiA =0, entonces P gl L
estaremos en dicho caso y, a partir de la informacidn |
proporcionada por el resto de los coeficientes (es decir, o]
C=1,D=-2(x,-k),E= =2y, F=x+y? - k), podremos /
obtener los elementos correspondientes para esbozar .- I —

la parabola respectiva, que por lo general seran el foco, ;
la directriz, el vértice y los puntos en gue el lado recto >
corta a la curva.

-2 -1 - |0 1 2 ;

En el siguiente ejemplo trataremos el caso de una cé-
nica central.

Esbozaremos la conica dada por la ecuacién 25x* - 49y2 -50x ~196y -1400 = 0.

Dado que aparecen ambos términos cuadréticos con signos opuestos, sabemos que se trata de
una hipérbola; pero que el término independiente y el coeficiente de y sean negativos, indica que
ta curva es horizontal.




En semejante caso, nuestro analisis de la ecuacién cuadratica Ax* + Cy? + Dx + Ey + F= 0 dio la infor-
macidn siguiente A= b? C=-a?, D=-2b'x, E=2a%, F=b*-a’*- a’b?. De modo que obtenemos
los valores b = 5, a = 7 con los que trazaremos un rectangulo cuyas diagonales seran las asintotas
de la hipérbola; sin embargo debemos saber antes donde se intersecan dichas asintotas.

Dicha informacidn se obtiene de los coeficientes Dy E. En nuestro caso tenemos D = -2b%x, = -50,
E =2a%,=-196. Sustituyendo los valores de ay b se tiene x = 1, y, = -2, lo que nos da las coorde-
nadas del centro.

A partir de todo lo anterior podemos encontrar las coordenadas de ambos vertices: V, = (-6, -2)
y V, = (8, -2). También podemos encontrar los puntos A = (1,3)y B=(1, -7) que delimitan el eje
transverso.

A continuacidn, trazaremos lineas paralelas a los ejes coordenados: las paralelas al eje X pasaran
porAy B, las paralelas al eje y lo haran por V, y V. Encontraremos cuatro puntos de intersecciéon de
estas rectas que son los cuatro vértices del rectangulo buscado. Con estos elementos ya podemos
trazar las asintotas y, saliendo de los vértices y aproximando la curva a éstas, podemos esbozar la
hipérbola en cuestion.

[ B— e

v

N [

Si deseamos encontrar los focos en el dibujo es muy sencillo: basta con trazar el eje transverso
que une los vértices y dibujar una circunferencia con centro en (1, -2) y cuyo radio sea la mitad de
cualquier diagonal del rectdngulo determinado por las asintotas. Los puntos de interseccion de la
circunferencia con el eje transverso son los focos de la hipérbola. Para encontrar sus coordenadas
lo mejor es usar los métodos analiticos de las secciones previas.
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Eltrazo final luce como la siguiente imagen.

RN

b

N2

(o3}

,
o)

[ee]

Elcaso dela elipse es completamente analogo al de la hipérbola. Unicamente debemos encontrar
el rectdngulo determinado por los ejes mayor y menor e inscribir la elipse en él a partir de los
vértices.

Sisenos daeltipo de conica, alglin vértice, foco o directriz; entonces debemos empezar trazando
eseelementoen elplanoy a partir de él explotar las simetrias y las propiedades con que se definid
geométricamente a cada una de las curvas. .

Aetividad

4 Esboza en tu cuaderno cada una de las siguientes cdnicas, sefialando los elementos que uti-
lizaste para hacerlo.

1. Lahipérbola con centro en (-1, 1), uno de sus focos en (-1,6) yunode sus vértices en {-1,5).
La elipse con focos en (1, 1) Y (-5,1) y uno de sus vértices en (-6, 1).
La parabola con vértice en (0,-2) y directrizy = 0.

La cénica cuya ecuacién es x2— 4y* - 16x+2y-19=0.

La cénica cuya ecuacion es 16y? +x-12y-32=0.

2.

3.

4,

5. Laconica cuya ecuacién es 9* +x~-6y-8=0,

6.

7. Lacodnica cuya ecuacién es 16y +x+12y+32=0. ;
8.

La cénica cuya ecuacién es 9y* +x+6y+8=0.




Las ecuaciones de un par de rectas paralelas tienen la misma pendiente vy,
si son rectas distintas, su término independiente serd diferente. Como sabe-
mos, estas rectas no se intersecaran en ningin punto del plano; sin embargo
cte imaginas qué ocurriria si asocidramos con la pendiente comln a ambas
un punto “ideal” donde {as rectas se cortaran? Este punto no podria ser par-
te del plano euclidiano que hemos utilizado hasta aqui, asi que deberiamos
ubicarlo mas alld de cualguier punto imaginable: seria un punto “al infinito”
{correspondiente a la pendiente comin a las rectas paralelas). Algo similar a
lo que ocurre con los rieles en las vias del tren que se pierden en el horizonte.

Naturalmente, familias diferentes de rectas paralelas (unas con pendiente m_y otras con pen-
diente m.) definirian puntos “al infinite” distintos {de lo contrario tendriamos m, =m,y am-
bas familias formarian una sola clase asociada con la misma pendiente). Dado que queremos
conservar el postulado que cualesquiera dos puntos distintos determinan una Unica recta,
{a recta definida por estos dos puntos “al infinito” distintos seria a su vez una recta “ideal”.
Dicha recta constaria por completo de puntos “al infinito” v seria justo llamarla la recta “al
infinito”.

Esta geometria “descabellada” fue concebida por un ingeniero militar y matematico
del ejército francés (durante la época de Napoledn) que participd en la invasion fran-
cesa de Rusiay cuyo nombre era Jean-Victor Poncelet. Entre 1813 y 1814, Poncelet
fue prisionero de guerra de los rusos y decidi6 pasar su cautiverio desarrollando este
nuevo tipo de geometria a la que daria el nombre de “proyectiva”.

Al quedar en libertad, Poncelet regresd a Francia y publicd sus descubrimientos en
su “Tratado de las propiedades proyectivas de las figuras” (1822). Entre otras cosas,
en la geometria proyectiva sélo existe una conica (que se ve como un dvalo). El tipo
de conica del que se trata {elipse, parabola o hipérbola) queda determinado por la

LAY

forma en que la recta “al infinito” corta (0 no) a la conica:

Sino la corta se trata de una elipse.
Si estangente se trata de una parabola.
Sila corta se trata de una hipérbola.

En la imagen () es una cénica proyectiva: si la recta e
es la recta “al infinito”, entonces estariamos viendo una
elipse; pero si la recta t lo fuera (que es tangente en P)
entonces estariamos viendo una parabola. Si s fuera la
recta al “infinito”, entonces O serfa una hipérbola y jus-
tamente en P jintersecaria a una de sus asintotas! ;Ge-
nial! ;No crees?
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valtia tus evi

4 Utiliza la lista de cotejo para identificar lo que dominas con base en las evidencias generadasy
guardadas en tu portafolio.

Trabajo correctay limpiamente con el modelo elegido.

Trazar en un cono
recto los cortes

para encontrar una
circunferencia, una
elipse, una parabolay
una hipérbola.

Actividad 3.

Realizo los cortes con precision y se nota claramente la
seccion resultante.

Documento correctamente el trabajo, identificando las partes
importantes en cada corte y su resultado.

Encuentro la ecuacién candnica solicitada.

Determinar la asintota
de una hipérbola dada
yargumentar sise
cruzan ambos lugares
geométricos.

Actividad 17.

Hallo correctamente las asintotas pedidas.

Completo la tabla de manera satisfactoriay aplico los
conceptos vistos en la actividad.




4 Con base en la ribrica, identifica tu nivel logrado en cada aprendizaje esperado. Recuerda repasar los te-
mas para mejorar.

Dibujar un cono y visualizar r. Ubico los puntos Relaciono la orientacién
. Identifico los cortes
cortes prototipicos . comunes delos planosy  del plano con el corte del
. N . necesarios para generar . "
(circunferencia, elipse, pardbola e el cono necesarios para conoy las caracteristicas

s cada secci6n cénica. . g
hipérbola). generar las secciones. de lafigura resultante.

Identificoel

 lugargeométrico =
correspondiente a cada

_ ecuaciéngeneral.

Ana‘liza los elementos y [a
estructura de la ecuacion de
segundo grado para las cénicas.

"dis'cr'iminanteylo ,
 interpreto para cada caso.
- _importantes.
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